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ste libro recoge el contenido esencial de va- 


rias Conferencias dadas por el autor en el 


Ateneo de Madrid, la Sociedad Científica 
Argentina, la Facultad de Ingeniería de la Uni- ' 
versidad de Córdoba (República Argentina), y, 
por último, en forma casi idéntica al contenido de 
las siguientes páginas, en la Facultad de Cien- 
cias, de Madrid. Perseguía en todas ellas pro- 
bar que no existe nada en las Ciencias positi- 
vas que esté en oposición con el principio de 
relatividad, tanto en su forma restringida como 
en la general; y bastante que obliga a conver- 
tirle en postulado necesario de la Filosofía na- 
tural. El origen del recelo que todos hemos sen- 
tido al primer contacto con la Ciencia que este 
principio ha creado, y que algunos conservan 
a pesar de los esfuerzos dedicados por muchos 
hombres de ciencia a combatir tal estado de es : 
píritu, estriba en confundir con imposiciones de 
la razón, o también con verdades adquiridas por 
la observación y la experiencia, nociones ela- 
boradas por nuestra mente partiendo de postu- 
lados que las más de las veces han penetrado 
subrepticiamente en la Ciencia. 

No es nuevo el hecho, siquiera nunca haya 
sido de resonancia comparable. Los primeros 
pasos de toda nueva teoría provocan siempre 



10 


PRÓLOGO 


resistencia equivalente de parte de quienes han 
formado su espíritu bajo la tutela de las ideas 
que se pretende derrocar. Es el resultado de 
una ley general del conocimiento que bien pue- 
de llamarse de inercia intelectual, pues expresa 
la tendencia a conservar el sentido de su evo- 
lución, a la manera como la inercia de la mate- 
ria se manifiesta por la persistencia en la direc- 
ción y celeridad del movimiento de los cuerpos. 

Cuantos poseen ya un poco de experiencia 
de estudio de las Ciencias naturales, podrán, se- 
guramente, recordar en la historia de su pen- 
samiento con cuánto despego hemos acogido 
inicialmente teorías nuevas que más tarde se 
nos han impuesto. 

Y lo que ocurre en nuestro mundo interior, es 
también exacto para la vida colectiva. Basta 
pasar rápida revista a la historia de las teorías 
que hoy consideramos indiscutibles: las mismas 
que esgrimimos contra las nuevas ideas, para 
caer en la cuenta de que no parecieron tan evi- 
dentes a los contemporáneos de su nacimiento. 
La propia interpretación dada por Newton a los 
fenómenos gravitatorios, que consideran incues- 
tionable los defensores de la Ciencia clásica, 
fué en los días del sabio inglés motivo de no 
pocas discusiones, cuyos ecos se fueron debili- 
tando lentamente mientras la referida teoría se 
enseñoreaba del mundo científico, hasta olvidar 
la prudente actitud de su autor respecto del va- 
lor filosófico de la atracción universal, que con- 
sideró simple medio de imitar los fenómenos 
que la Naturaleza ofrece, en tanto sus discípu- 
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los inmediatos, y la mayoría de los hombres de 
ciencia del pasado siglo, la confundieron con la 
realidad misma. 

En aquella época, como ahora, autoridades 
indiscutibles del saber, como el propio Huy- 
ghens, y aun más tarde Juan Bernoulli, recha- 
zaron de plano aquella atracción, al menos como 
principio fundamental; y es interesante notar 
que la base de toda la argumentación es la re- 
pugnancia hacia las acciones a distancia, que 
también ha sido instigadora del pensamiento de 
Einstein en la investigación que le condujo a su 
teoría de la gravitación. Precisamente su mayor 
mérito estriba en lograr la plena satisfacción de 
esta necesidad del espíritu sin renunciar a nin- 
guna de las conquistas que la obra de Newton 
y sus continuadores ha proporcionado a la Fi- 
losofía natural. 

Cierto que ha sido necesario el cruento sacri- 
ficio de ideas que se estimaban verdades axio- 
máticas; pero un análisis minucioso de cada una 
de ellas, lleva al ánimo el convencimiento de 
que se trata de construcciones gratuitas de nues- 
tra mente por extrapolación indebida de ciertos 
resultados experimentales. Sin embargo, abun- 
dan los casos en que la firmeza de aquellas 
ideas es bastante para nublar el referido análi- 
sis. Es necesario entonces acudir a la imposición 
de los hechos que por su compatibilidad con 
una sola de las teorías contrapuestas sirven 
de experimentum crucis para resolver entre 
ellas. 

Este papel lo llenan las tres consecuencias 


12 


PRÓLOGO 


comprobables por la observación que Einstein 
ha deducido de su teoría, por no referirnos más 
que a la Ciencia del principio generalizado en 
que hoy se concentra toda la oposición, pues el 
restringido que halló al nacer análogas dificul- 
tades, ha tiempo que ha conquistado el asenti- 
miento general. El movimiento del perihelio de 
la órbita de Mercurio, la desviación de la luz en 
su paso por las proximidades del Sol y el co- 
rrimiento hacia el rojo de las rayas espectrales 
que proceden de los cuerpos incandescentes si- 
tuados en campos gravitatorios más intensos 
que el de la superficie de nuestro planeta, son 
fenómenos previstos cuantitativamente por Eins- 
tein y confirmados por la observación anterior 
o posterior a ella, sin que tales resultados hayan 
intervenido en ningún momento de su desarrollo 
para fijar constantes indeterminadas que figura- 
sen en sus ecuaciones, circunstancia en todo 
tiempo considerada como argumento de máximo 
valor en pro de una teoría científica. 

No obstante estos éxitos, la inercia intelec- 
tual, como es lógico, sigue resistiendo y adopta 
una de estas dos actitudes: o diseca cuidadosa- 
mente los resultados de la observación buscan- 
do posibles causas de error que debiliten la con- 
vicción que de ellos pueda desprenderse, o bus- 
ca afanosamente concepciones teóricas que con- 
duzcan a las mismas consecuencias sin romper 
tan marcadamente con las ideas clásicas. 

Para ser más concreto en el examen de estas 
dos tendencias, me referiré al interesante tra- 
bajo del astrónomo francés E. Esclangon, titu- 
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lado Les preuves astronomiques de la relati- 
oité , y a la Memoria de P. Painlevé, La théorie 
clasique et la théorie einsteinniene de la gra- 
oitation. En la primera se hace un detallado 
estudio del valor de cada una de las coinciden- 
cias entre la teoría y la observación a que antes 
he aludido, y se concluye que en todas ellas, y 
sobre todo en los casos del movimiento de Mer- 
curio y de la desviación de la luz, los errores 
posibles en el cálculo de las observaciones afec- 
tan en tal proporción a los resultados, que está 
justificado el considerar fortuito el acuerdo. Esta 
objeción sería de gran fuerza si no se tratase 
de tres fenómenos absolutamente independien- 
tes, y además los únicos que han podido pre- 
verse. Al mismo estado de espíritu responde el 
esperar al resultado de nuevas observaciones 
para declarar la victoria del pensamiento de 
Einstein; en particular, es frecuente ¡a afirma- 
ción de que el eclipse recientemente observado 
en el hemisferio Sur puede ser decisivo. Es 
innegable la posibilidad de que el éxito sea de 
tal modo claro, que contribuya a disminuir la 
resistencia de ciertos espíritus; pero lo más pro- 
bable es que la opinión científica continúe su 
evolución lenta en el sentido de las nuevas 
ideas. Los que mayor repugnancia sienten hacia 
ella, encontrarán en las diferencias entre los re- 
sultados de los distintos observadores suficiente 
motivo para seguir dudando, mientras los ya con- 
vencidos no sentirán debilitada su fe ante resul- 
tados menos concordantes que los obtenidos en 
el eclipse de 1919. Lejos de mi ánimo negar 
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importancia a las observaciones que hayan po- 
dido realizarse en el último eclipse o se logren 
en los futuros, pues acaso permitan nuevos 
avances a nuestro conocimiento o contribuyan 
al perfeccionamiento de algunos aspectos par- 
ciales de la teoría Sólo he querido afirmar que 
lo más esencial de ella se encuentra suficiente- 
mente consolidado por la lógica acabada de su 
construcción y porque ha permitido la interpre- 
tación de varios hechos de experiencia que es- 
capaban a las teorías clásicas, sin perder una 
sola de las conquistas que ellas lograron. 

Viniendo ya a la segunda de las actitudes 
arriba señaladas, Painlevé formula una serie de 
postulados que conservan la geometría de Eucli- 
des para el espacio, de los cuales deriva una 
teoría que él llama semieinsteinniana , cuyas 
previsiones astronómicas sólo difieren de las 
deducidas por Einstein en cantidades que se ha- 
llan más allá de los medios actuales de observa- 
ción. En ella se conserva la idea del tiempo 
absoluto, y, por tanto, se prescinde de las mo- 
dificaciones que en la Mecánica introdujo la re- 
latividad restringida; pero es el caso que esta 
última cuenta ya en su haber con el apoyo 
de resultados experimentales de tal importancia, 
que ningún físico puede dudar de su exactitud. 

Es clara la analogía de esta actitud con la de 
aquellos que, reconociendo el progreso que las 
ideas de Einstein representan para el conoci- 
miento de la realidad externa, se preguntan por 
el valor lógico de la construcción elaborada 
como interpretación de la realidad. Me limitaré 
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a citar aquí el trabajo reciente de Zaremba: 
La théorie de la Relatwité et les faits observes, 
pues un análisis de este interesante aspecto del 
problema me llevaría demasiado lejos. 

Vuelvo a repetir que la finalidad que he per- 
seguido, tanto en las conferencias y cursos arriba 
recordados como en la publicación de este libro, 
es llevar al ánimo de mis oyentes y lectores la 
convicción de que las alteraciones impuestas 
por el principio de relatividad en los conceptos 
fundamentales de la Filosofía natural están im- 
puestas por la observación y la experiencia, y 
vienen a depurar nuestro conocimiento positivo 
de ciertos postulados que subrepticiamente se 
introdujeron en él. 

Conviene a esta finalidad un modo de expo- 
sición que no es el de un libro didáctico, pues 
he debido sacrificar el detalle del razonamiento 
a la rápida visión de las dificultades de la Cien- 
cia clásica y su fácil eliminación por las nuevas 
ideas. Muy especialmente quiero precaver al 
lector contra el deseo de seguir al detatle los 
cálculos que en este libro se esbozan. En las 
múltiples fórmulas que encontrará en sus pági- 
nas, ha de ver cosas, objetos, creaciones del 
espíritu, destinados a contener de la manera 
más acabada y más concisa la descripción es- 
quemática de la Naturaleza; pero no aspire a 
averiguar el cómo y el porqué de dichas fórmu- 
las con el solo auxilio de lo que en este libro se 
dice. Precisamente creemos que la fuente más 
copiosa de las dificultades con que la nueva 
Ciencia ha venido luchando, es la necesidad de 
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utilizar para su desarrollo métodos de razona- 
miento matemático que hasta ella fueron del do- 
minio exclusivo de un grupo muy limitado de 
especialistas, y para cuyo uso adecuado faltaba 
aquel hábito que es indispensable para el em- 
pleo de todo instrumento. 

Repito que no ha sido mi objeto una exposi- 
ción didáctica, sino inspirar la fe en las nuevas 
ideas y despertar el deseo de su más perfecto 
conocimiento, para el cual se dispone hoy de 
una excelente literatura, de entre la cual señalo 
al lector, en la Bibliografía que va al final de 
este libro, las obras más interesantes, agrupa- 
das y hasta ordenadas del modo que estimo más 
adecuado para un estudio completo de la nueva 
teoría, que si de momento parece de escasa tras- 
cendencia para la Ciencia que más directamente 
procura la resolución de los problemas concer- 
nientes a nuestra vida material, la tiene incalcu- 
lable para la Filosofía natural, puesto que su- 
pone una revolución profunda de nuestra con- 
cepción del Universo. 
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La relatividad en la Mecánica de Newton 

1. Principios restringido y generalizado de relatividad. 
2. La invariación de las leyes naturales.— 3. Los pos- 
tulados de Newton para la Mecánica del punto.— 4. La 
noción de fuerza.— 5. Principios fundamentales de la 
Dinámica de los sistemas.— 6. Principio de relatividad 
de Galileo: grupo correspondiente de transformación. 
7. La rigidez de los cuerpos y la experiencia.— 8. No- 
ción de simultaneidad. 

1 . La honda emoción que en el mundo científico, 
y aun entre los meros curiosos de la Naturaleza, pro- 
vocó el resultado positivo logrado por Eddington y 
Crommelin en los trabajos realizados, durante el 
eclipse total de Sol de 29 de mayo de 1919, para com- 
probar la desviación de los rayos luminosos al pasar 
por las proximidades del Sol, prevista por Einstein, 
partiendo del principio general de relatividad por él 
formulado, se justifica plenamente teniendo en cuen- 
ta la profunda revolución que supone en los métodos 
de razonar habituales en los hombres de ciencia. 
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Porque es de ellos bien característico el acudir a re- 
solver los problemas planteados por un conflicto en- 
tre la experiencia y las teorías consagradas, o por la 
simple impotencia de estas últimas para explicar 
nuevos hechos, mediante retoques y enmiendas que 
alteren lo menos posible su contenido fundamental. 
Fué así como procedió Lorentz cuando, en presen- 
cia de nuestra incapacidad para reconocer el movi- 
miento absoluto, buscó la explicación en un acor- 
tamiento de todos los cuerpos proporcionalmente a 
su longitud, en la dirección del movimiento, y en la 
introducción de un tiempo aparente local como único 
dato directo de nuestros relojes. 

En cambio, Einstein, espíritu profundamente filo- 
sófico, en presencia del mismo problema, analiza los 
postulados más fundamentales de la ciencia y busca 
la solución del conflicto en la reconstrucción comple- 
ta de la Filosofía natural, partiendo de la indepen- 
dencia declarada de las leyes naturales respecto del 
observador que las conoce. A este resultado llegó 
Einstein mediante un proceso histórico en que pue- 
den señalarse dos etapas. 

Primera etapa: Identidad de las leyes naturales para 
observadores cuyos movimientos relativos son tras- 
laciones rectilíneas y uniformes. De aquí se deriva 
la incapacidad en que cualquiera de ellos se encuen- 
tra p^ra conocer su movimiento mediante observa- 
ciones realizadas dentro del propio sistema de que 
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forma parte. Nosotros vamos arrastrados por el Sol 
hacia un punto fijo de la bóveda celeste con un mo- 
vimiento que es uniforme, dentro de los errores de 
observación actuales, y cuya velocidad se eleva a 
unos 19 kilómetros por segundo; por experimentos 
y observaciones en que sólo intervengan cuerpos 
pertenecientes al sistema planetario, es imposible 
reconocer este movimiento; sólo interviniendo cuer- 
pos celestes independientes de él, es dado abordar 
su estudio. El postulado, circunscrito de este modo 
a la imposibilidad de reconocer el movimiento uni- 
forme, ha sido designado como principio restringi- 
do de relatividad . 

Segunda etapa: Partiendo de aquél se pudieron 
resolver los problemas planteados por la experiencia, 
a que antes aludía; pero a un espíritu filosófico ha- 
bía de chocarle la situación privilegiada de la trasla- 
ción uniforme, y ante la posibilidad de denunciar 
cualquiera otra clase de movimiento, que permite la 
ciencia fundada en el postulado aludido, Einstein 
afirma que tal posibilidad es sólo aparente, for- 
mulando el principio de relatividad general que 
lleva a la independencia completa de las leyes 
naturales respecto de quien sea el observador que 
las estudia. 

Aun se debe a Weyl una tercera ampliación del 
principio, eliminando de la teoría la hipótesis de que 
es posible elegir un sistema de unidades con validez 
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para todos los lugares del Universo y los momentos 
de su historia. 

2. Conviene fijar el sentido de la independencia 
a que me referia poco más arriba. Los fenómenos del 
mundo físico se producen en un lugar del espacio y 
transcurren en el tiempo. Para precisar aquel lugar 
se pueden emplear varios procedimientos, de los 
cuales es el siguiente el más sencillo: 

Por un punto O arbitrariamente elegido, trace- 
mos tres rectas Xi, X 2 , X 3 mutuamente perpendi- 
culares e indefinidas. 
Tres planos que pasen 
por el punto P del es- 
pacio, y que sean para- 
lelos a losX 2 X 3 , X 3 Xj, 
X x X 2 , determinan en 
aquellas rectas los seg- 
mentos O^i, Ox 2 , Ox 3 
que fijan unívocamente 
la posición de P, y les 
representaré en adelan- 
te sólo mediante x x , x 2 , 
x 3 . Estos segmentos se llaman las coordenadas de P 
respecto del sistema O de rectas elegido. 

También será necesario asignar a cada momento 
un número t , que fije su situación en el transcurso 
de los tiempos, y a este fin es indispensable elegir 
un reloj, que se reduce en último análisis a un fenó- 
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meno cuyas apariencias distintas y fácilmente reco- 
noscibles permitan sin gran dificultad señalar los 
momentos sucesivos: tal es, por ejemplo, el movi- 
miento oscilatorio de un péndulo. 

En las expresiones que representan las diferentes 
leyes físicas figuran estas coordenadas y el tiempo, 
puesto que en definitiva son correlaciones de fenó- 
menos que se producen en lugares del espacio y con 
un cierto orden de sucesión en el tiempo. Pero es el 
caso que, tanto el sistema O, al cual se refieren 
x ± , x 2 , x z , como el reloj que marca el tiempo t, pue- 
den elegirse con una amplia libertad; de modo que 
parece como si las leyes naturales hubieran de va- 
riar con el sistema de referencia y el reloj utilizados 
al formularlas. A priori nadie se avendría a seme- 
jante conclusión: las leyes que rigen la Naturaleza 
no pueden tener un carácter tan circunstancial. Aun- 
que en su expresión figuren x u x 2 , x 3 y t, deben 
hallarse ligadas de modo que al cambiar de sistema 
o de reloj no se produzca alteración. Empleando un 
lenguaje más técnico, podemos decir que aquellas 
expresiones han de ser invariantes para toda 
transformación de coordenadas o cambio de 
reloj . 

Cuando más arriba me he referido al observador 
que conoce las indicadas leyes, he querido designar 
con este nombie al conjunto del sistema O y los re- 
lojes que le sean propios. Así, aparece con plena cla- 
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ridad el sentido que ha de atribuirse a la indepen- 
dencia de las leyes naturales, y no habrá riesgo de 
confundirla con una identidad de aspectos de la Na- 
turajeza contemplada desde los diversos puntos de 
vista que son característicos de cada observador. 

El caso más sencillo que puede presentarse al 
aplicar el principio de relatividad, es aquel en que 
todos los observadores se conservan indefinidamen- 
te en la misma posición los unos respecto de los 
otros y contemplan una Naturaleza estática en que la 
consideración del tiempo carece de sentido. Enton- 
ces aquel principio queda reducido a la conocida 
identidad de las propiedades geométricas, sea cual 
fuere el camino por el cual se llegue a su descubri- 
miento. Y aquí puede verse un claro ejemplo de la 
diferencia que señalaba más arriba entre la identidad 
de las leyes y la que pudiera atribuirse equivocada- 
mente a los aspectos de la Naturaleza; las ecuacio- 
nes que definen una esfera y una tangente, o un diá- 
metro de la misma, cambian de forma según se hallen 
referidas a ejes coordenados cuyo origen coincide 
con el centro de aquélla o se halle en cualquier otro 
punto; pero las relaciones que existen entre dichas 
rectas y la superficie, gracias a las cuales poseen el 
carácter de tangente y diámetro, son independientes 
de dicho sistema. Aquellas ecuaciones representan 
los aspectos geométricos, y estas relaciones son 
leyes naturales para los entes en cuestión. 
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Esta misma evidencia del principio que nos ocupa 
se traslada al caso un poco más complejo en que los 
observadores se hallen en reposo relativo, pero no 
contemplan una Naturaleza estática, sin más que 
admitir la posibilidad de reglar sus relojes en for- 
ma que asegure el sincronismo. Tan grande es 
esta evidencia, que, no obstante ser premisa in- 
dispensable de la ciencia, no se ha creído necesa- 
rio enunciar el principio como uno de sus postu- 
lados. 

Pero cuando, después de construido el edificio 
científico que corresponde a la hipótesis de observa- 
dores en reposo relativo, ha sido necesario eliminar 
esta condición y considerar el caso en que aquéllos 
se hallen en movimiento los unos respecto de los 
otros, ha surgido la dificultad, teniendo que escoger 
entre la total transformación de la ciencia construida 
o la renuncia de aquel principio. Ante este dilema, 
los hombres que habían colaborado en aquella obra 
prefirieron abandonar el repetido principio, de natura- 
leza estrictamente filosófica, puesto que en su época 
sólo un mandato imperativo de nuestra organización 
mental obligaba a sostenerlo. En efecto: no existían 
entonces argumentos procedentes de la experimenta- 
ción sobre el mundo exterior que forzaran también a 
su aceptación. Y aunque no ha de olvidarse que so- 
mos parte de la Naturaleza, por cuya razón cuanto se 
impone a nuestro pensamiento de modo imperativo 
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no puede ser opuesto, ni siquiera diferente, de las 
leyes naturales, es siempre difícil seleccionar estos 
principios verdaderos de aquellos otros que son fal- 
sos productos del sedimento depositado por la edu- 
cación en nuestra mente. 

3. Nada tan instructivo para llegar a un claro 
juicio respecto del valor del principio de relatividad, 
y aun para justipreciar debidamente nuestros me- 
dios de conocer, como seguir la historia del pen- 
samiento científico en sus relaciones con el referido 
principio, y ésta es la finalidad que persigue este 
libro. 

Los fenómenos de observación más sencilla son 
los de movimiento, y por ello se comprende sin gran 
esfuerzo que haya sido la Mecánica el capítulo de la 
Filosofía natural que adquirió antes un pleno des- 
arrollo, y que ha venido sirviendo de modelo a los 
restantes. En ella ha tenido también su primera pre- 
sentación el principio de relatividad, aplicado al caso 
de observadores en movimiento relativo, no en con- 
cepto de postulado, sino como consecuencia lógica 
de los establecidos por Newton. 

Es evidente que el estado dinámico de un punto 
material, representación la más sencilla de un cuer- 
po, será función de su velocidad, que define el mo- 
vimiento, y de coeficientes específicos que distingan 
los diferentes puntos que se muevan de idéntico 
modo. Dicha función, que se llama cantidad de mo- 
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pimiento, y que designaremos por G (1), será un 
vector, pues sin ello no estaría representada en dicha 
magnitud la dirección del movimiento, cuya condi- 
ción es evidente que ha de influir en los efectos que 
el estado dinámico determine. A priori la naturaleza 
de la función que liga G a la velocidad y los coefi- 
cientes específicos, puede ser cualquiera; sólo los 
resultados de la observación y la experiencia pueden 
decidirlo. La hipótesis más sencilla consiste en es- 
cribir 

G —mu (3,1) 

donde v es la velocidad y m, que se llama masa del 
punto, representa los coeficientes específicos. Esta 
hipótesis fué hecha en los primeros días de la cons- 
titución de la Mecánica, y ha recibido la sanción de 
la experiencia en todas las aplicaciones que de esta 
ciencia se hicieron hasta estos últimos años. 

Es un hecho de experiencia vulgar que una fuer- 
za aplicada a un cuerpo altera su estado dinámico, 
cambiando la dirección de su movimiento, su velo- 
cidad, o ambos elementos simultáneamente. Pero 
Newton concretó este vago resultado de la observa- 
ción y la experiencia más elementales en postulados 
perfectamente definidos. El primero es el de la iner - 


(1) Véase la Nota 1 en el apéndice. 
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cía , que consiste en afirmar la necesidad de una ac- 
ción exterior, o fuerza, para cambiar G: cuando ésta 
no existe, G será constante, y por tanto v ,de modo 
que el movimiento habrá de ser rectilíneo y uni- 
forme. 

Cuando la fuerza actúa, su efecto se puede consi- 
derar bien en relación al tiempo durante el cual se 
produce la acción, bien respecto a la porción de tra- 
yectoria que recorre el móvil mientras está sometido 
a ella. En el primer caso, la acción de la fuerza se 
denomina impulso , y Newton admitió, como un se- 
gundo postulado, que dicho impulso, medido por el 
producto de la fuerza F por el tiempo dt que dura 
la acción, es numéricamente igual al incremento d G 
de la cantidad de movimiento. Así 

?dt = dG o F = (3,2) 

dt 

En la hipótesis particular que ha dominado en la 
Mecánica clásica, G = m v, donde m es independien- 
te de v , la última ecuación toma la forma bien co- 
nocida 

F — (3,3) 

dt 

llamando a la aceleración del movimiento. 

Cuando se refiere la acción al camino recorrido se 
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llama trabajo , y se mide mediante el producto de la 
fuerza por dicho camino. En la hipótesis sencilla de 
la Mecánica de Newton es fácil ver que esta magni- 
tud, cuando se trata de un recorrido di infinitamente 
pequeño, satisface a la ecuación 


de modo que corresponde al incremento de una nue- 
va función de la masa y la velocidad, a la cual se 
denomina energía cinética . Este teorema es una 
consecuencia inmediata del postulado anterior, y se 
halla ligado con él de modo tan íntimo, que se pue- 
den invertir sus papeles: admitiendo que la energía 
caracterice el estado dinámico y que sus cambios se 
engendren por el trabajo de la fuerza, el impulso re- 
sultará determinado por el incremento de la fun- 
ción Q = m o. Así se explica que en el período de 
constitución de la Mecánica se haya pretendido por 
algunos, siguiendo a Leibtniz, adoptar este criterio 
en vez del que prevaleció en definitiva, que en aque- 
lla época defendió Descartes. Sin embargo, la pre- 
tensión era injustificada, porque la energía es una 
magnitud escalar, y deja, por tanto, sin especificar 
la dirección y sentido del movimiento. 

Abandonando la hipótesis sencilla que da para el 
momento la expresión Q = mv, siempre se podrá 


F di = d 



( 3 , 4 ) 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


30 


B . CABRERA 


la compatible con las condiciones impuestas por la 
constitución misma del sistema. Los vectores que 
miden esta cantidad de movimiento se suman si- 
guiendo la regla general del polígono, por cuyo pro- 
cedimiento se obtiene una resultante general, que se 
denomina cantidad de movimiento del sistema , y 
un par resultante. Fundándose en los postulados que 
ya he recordado, se demuestra con todo rigor que si 
las fuerzas exteriores al Sistema son nulas; esto es, 
si dicho sistema permanece perfectamente aislado, 
tanto aquella cantidad de movimiento como el mo- 
mento del par permanecen constantes. Cuando exis- 
ten fuerzas exteriores, dichas magnitudes cambian de 
tal modo que sus incrementos elementales son igua- 
les, respectivamente, a los impulsos de la resultante 
y del par a que se reduce el conjunto de dichas 
fuerzas. 

Tal es el teorema general de la conservación de la 
cantidad de movimiento. 

Por otra parte, también cada uno de los puntos 

materiales tiene su energía cinética, ~ mv 2 , y como 

esta magnitud es de naturaleza escalar, se obtendrá 
la correspondiente al sistema mediante la simple 

suma aritmética T = ^ ~ mv 2 . Sin duda, las fuer- 
zas internas trabajan mientras los puntos se mueven 
individualmente, y estos trabajos, como son también 
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escalares, se suman aritméticamente. Además, en to- 
dos los casos que nos interesan el resultado de dicha 
suma para una deformación del sistema se expresa 
por el cambio que experimenta en virtud de ella una 
cierta función W, que se llama energía potencial. 
Se demuestra también aquí, utilizando las hipótesis 
y postulados de la Mecánica de Newton, que para 
un sistema aislado T + W es una cantidad constan- 
te, y cuando existen fuerzas exteriores el trabajo de 
ellas es igual al incremento de esta energía total. 
Este teorema expresa la conservación de la ener- 
gía , que en el siglo anterior se generalizó en forma 
de principio aplicable a todo proceso físico. 

En vez de la suma de las energías cinética y po- 
tencial, g — T + W, consideremos su diferencia, 
H = T — W, y admitamos que el sistema material 
parte en el instante t 0 de un cierto estado o configu- 
ración de sus puntos, por llegar en el tiempo t t a otro 
estado. Perfectamente determinadas y fijas estas 
dos configuraciones y los tiempos en que ocurren, se 
pueden idear varios procesos que conduzcan el sis- 
tema del primero al segundo; pero la indetermina- 
ción que esto supone no es real. El sistema elige uno 
de estos procesos posibles de un modo fatal: aquel 
para el cual 

tiene un valor mínimo; esto es, la diferencia entre 
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los promedios de las energías cinética y potencial 
durante el tránsito de una configuración a otra tiene 
el menor valor posible. Así, espontáneamente, el 
sistema selecciona, entre todos los caminos que le 
llevan de la una a la otra, aquel para el cual 


podríamos decir que reparte del modo más equitati- 
vo su energía total en las dos formas, cinética y 
potencial, que aquélla adopta. 

Esta consecuencia de los postulados de Newton, 
quizá la más sublime, es en realidad de mayor alcan- 
ce que ellos, y por eso se ha transformado en un 
principio fundamental con el nombre de principio 
de Hamilton , del cual se puede partir para consti- 
tuir la Mecánica, aun después de la ruina de aquellos 
postulados que sirvieron para deducirle. En este 
caso queda realmente convertido en la afirmación de 
que existe una cierta función H de los parámetros 
que definen el sistema, que cumple con la condi- 
ción (5,1) para el proceso de transformación. De ella 
se derivan entonces las leyes naturales que rigen los 
fenómenos dinámicos. 

6. Volvamos a la ecuación fundamental de la Di- 
námica de Newton: 


s J¡HÍ/ = 0¡ 


( 5 , 1 ) 



Ya hemos visto que en ella m como coeficiente 
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característico del punto material, es independiente 
de todo sistema de referencia. También F es una 
magnitud física de esta clase. Una y otra son, pues, 
invariantes : poseen idénticos valores para cuantos 
observadores puedan estudiar el fenómeno que se 
considera, sea cual fuere el estado de movimiento 
relativo en que se encuentren. 

Como además figura en la ecuación únicamente 
el cambio de v por unidad de tiempo (la acelera- 
ción), es evidente que nada se altera cuando se 
suma o resta a v una cantidaü constante; esto es, 
si en vez de medir la velocidad con relación a un 
sistema de ejes fijos, se utiliza otro que se mueva 
respecto del primero uniformemente. Así, para to- 
dos estos sistemas la ecuación fundamental (6,1) es 
la misma, y, por consiguiente, también lo serán las 
consecuencias que de ellas se deduzcan; de suerte 
que el estudio de los fenómenos mecánicos no per- 
mite distinguir entre sistemas de referencia de las 
condiciones indicadas. 

Consideremos una máquina cualquiera situada en 
el interior de un vagón de un tren en movimiento 
uniforme. Para investigar su funcionamiento, basta 
en cada instante determinar las posiciones de sus 
diferentes órganos respecto de un sistema de refe- 
rencia; las velocidades que figurarán en las ecuacio- 
nes dinámicas se obtendrán partiendo de ios cam- 
bios de estas posiciones por unidad de tiempo. El 
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aludido sistema de referencia cambiará, como es ló- 
gico, con la situación del observador: si va trans- 
portado por el vagón, acudirá a ejes fijos a sus pa- 
redes; pero si está en una estación, los ejes los ele 
girá también ligados a ella, de modo que todas las 
velocidades que determine diferirán de las corres- 
pondientes al primer caso por efecto del arrastre del 
tren. No obstante, los resultados a que llegue en el 
primer supuesto serán los mismos que logre en el 
segundo; las leyes que rigen el funcionamiento de 
la máquina serán exactamente iguales, puesto que 
en último término derivan de la ecuación (6,1) que no 
se altera al pasar de un sistema de referencia al otro. 

Tal es el contenido del principio de relatividad 
que se llama de Qalileo y que reina en la Mecánica. 

Pero la ciencia clásica adoptó un procedimiento 
concreto para correlacionar las ecuaciones referidas 
a los distintos sistemas coordenados a que vengo 
aludiendo, dotados de un movimiento relativo uni- 
forme. Este procedimiento está contenido en el 
grupo para el paso de unos ejes a otros que se dis- 
tingue con el nombre de Qalileo. En el caso en que 
el movimiento se produce según el eje X 1} las ecua- 
ciones tienen la forma 


x\ = x 1 — Vt 



( 6 , 2 ) 
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En él las letras acentuadas se refieren a los ejes y 
reloj en movimiento con velocidad V respecto de los 
no acentuados. 

Mientras se utilice este grupo es evidente que la 
ecuación (6,1) será un invariante de la transforma- 
ción, y por ende satisface al principio de relatividad. 
De él es consecuencia inmediata que la relación en 
tre las velocidades u! y u de un mismo fenómeno o 
cuerpo en los dos sistemas de referencia es 

u! — u — V j 

de modo que el paso de úna a otra se hace por la 
sencilla regla del paralelogramo. 

7. Pero notemos que en el grupo en cuestión va 
contenido algo más que los postulados expresamente 
enunciados. 

En primer término se admite la rigidez de los 
cuerpos durante el movimiento; esto es, la in varia- 
bilidad de su forma, sea cual fuere su velocidad. 
Dicho de otro modo más técnico, se admite que los 
lugares ocupados sucesivamente por los cuerpos 
son congruentes, con lo cual se otorga a la Geome- 
tría de Euclides el carácter de una representación 
exacta de la Naturaleza. 

Imaginemos, para aclarar las anteriores ideas, 
que el vagón a que he venido refiriéndome está pa- 
rado en la estación (V = o). La distancia entre dos 
puntos que se hallan sobre una recta paralela al 
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eje X u a su vez paralelo a ja vía, la determina el 
observador situado en el tren mediante una regla 
graduada, L', que le es propia, y el que permanece 
en la estación utilizando otra exactamente igual, L, 
correspondiente a su laboratorio: ambas medidas da- 
rán evidentemente el mismo resultado. 

Si ahora suponemos que el tren pasa por la esta- 
ción con la velocidad V, la regla L' continuará dan- 
do para la distancia en cuestión la misma longitud; 
pero antes de afirmar que ocurre otro tanto cuando 
sea el observador de la estación, con su regla L, 
quien haga la medida, será necesario fijar la aten- „ 
ción en el método por el cual esta medida se ejecu- 
te. Sin mayor insistencia se comprende que deberán 
anotarse las posiciones que ocupan en L los dos 
puntos a que vengo refiriéndome en el mismo ins- 
tante • por ejemplo, mediante registros simultáneos 
y automáticos. Llamemos x a , x 0 estas posiciones; 
sean x' a y x'o las lecturas correspondientes en L', 
y como el proceso descrito indica que t a = t¿, , la 
primera ecuación del grupo de Qaliieo da 

x'a — x’b = Xa — Xb • 

Así también en este caso son idénticos los valores 
de la longitud según X x , obtenidas por los dos obser- 
vadores, y como es evidente que ha de ocurrir exac- 
tamente lo mismo con las medidas efectuadas en 
dirección normal a V; en particular, según los ejes 
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X 2 , X 3 , la forma de las figuras será también idénti- 
ca, ya se aprecie con relación al sistema móvil o 
al fijo. 

Si acudimos a la experiencia, obtendremos una con- 
firmación plena de lo que he dicho, claro es que 
dentro de las condiciones a nuestra disposición; a 
saber: con movimientos que a lo más alcanzan la ra- 
pidez de las traslaciones de los astros en el firma- 
mento. En efecto: la aludida confirmación surge de 
la comparación entre los fenómenos previstos por la 
teoría y aquellos que la observación o la experi- 
mentación suministra. Así no se trata de una impo- 
sición de la lógica, sino de un resultado empírico, y, 
por tanto, si lo elevamos de categoría, suprimiendo 
el límite de la velocidad alcanzado y generalizándo- 
le para cualquier valor de ésta, según hace la Me- 
cánica clásica, establecemos implícitamente un nue- 
vo postulado. 

8. En segundo lugar, el grupo de Galileo supo- 
ne la independencia absoluta del espacio y el tiem- 
po; esto es, la posibilidad de reglar todos los relojes 
imaginables, en reposo o movimiento relativo uni- 
forme, de modo que simultáneamente marquen la 
misma hora. Ahora bien: cuando se medita seria- 
mente, se cae en la cuenta de que esta noción de la 
simultaneidad ofrece muy serias dificultades. 

Si consideramos nuestras propias sensaciones, la 
simultaneidad o el orden de sucesión de las mismas 
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es un dato directo de la observación cuyo sentido 
no ofrece duda alguna: se aprecia de igual modo 
por un hombre culto o inculto. Pero las cosas pasan 
de un modo muy diferente si los sucesos ocurren 
fuera de nosotros mismos. Un hombre que nunca 
haya presenciado el disparo de un arma de fuego, 
admitirá con no pequeña dificultad que son fenóme- 
nos simultáneos el fogonazo de un cañón lejano y el 
ruido producido por el disparo; ¡cuán frecuente no 
es, entre gente de escasa cultura, resistirse a creer 
que el relámpago y el trueno son fenómenos abso- 
lutamente simultáneos, y qué esfuerzos no cuesta 
en ocasiones hacer comprender al vulgo que los fe- 
nómenos hoy percibidos en una estrella han ocurrido 
realmente mucho tiempo atrás, días, años, aun si- 
glos! Y es que para llegar al establecimiento de la 
simultaneidad de dos hechos que se producen fuera 
de nosotros, nos vemos obligados a corregir los re- 
sultados de la observación directa a causa de la ve- 
locidad de propagación de las distintas acciones que 
nos denuncian fenómenos distantes. 

Estas correcciones, para una acción determinada, 
pueden hacerse fácilmente cuando se dispone de 
otra cuya velocidad de propagación es infinita com- 
parada con la suya: así, por ejemplo, pueden corre- 
girse los retardos en el sonido utilizando la luz. 
Pero cuando no se dispone de este auxilio, única- 
mente es posible establecer la simultaneidad de dos 
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fenómenos que ocurren en diferentes puntos, median- 
te la hipótesis de una perfecta isotropia del espacio 
para la transmisión de una clase particular de accio- 
nes; esto es, la identidad de su velocidad de propa- 
gación cuando pasa de A a B y de B a A, sea cual 
fuere la orientación de la recta que une estos pun- 
tos. Sean, por ejemplo, dos relojes situados en ellos, 
que designaré por R A y R B : en un instante t A1 de 
R a se produce en A un destello que llegará a ilumi- 
nar la esfera de R B cuando en ella se marca el tiem- 
po t B . Esta indicación se percibe en A en el ins- 
tante /a 2 de R a . Supuesto que la propagación de la 
luz satisfaga a la condición de isotropia arriba alu- 
dida, es evidente que el sincronismo de los relojes 
estará asegurado cuando se cumpla la condición 


y si no se satisface, la diferencia de valores de los 
dos miembros dará el atraso de uno de los relojes 
respecto del otro. 

Pero demos un paso más y consideremos dos sis- 
temas de puntos, S y S\ que se compenetren mu- 
tuamente y en movimiento, cada uno respecto del 
otro, con una velocidad de módulo V. Supongamos 
que existe un fenómeno a cuya velocidad de propaga- 
ción c se atribuye idéntico valor enS y S', y satisface 
a la condición de isotropia que es necesaria para que 



( 8 , 1 ) 
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pueda emplearse en la regulación de los relojes por 
el método arriba descrito. Así los observadores de 
cada sistema tendrán asegurado el sincronismo de 
sus relojes y por su medio pueden responder de la 
simultaneidad en puntos alejados. Pero cuando los 
de uno de ellos, el S, por ejemplo, estudien la pro- 
pagación del fenómeno aludido, respecto del otro 
sistema, el S', hallarán que la velocidad varía entre 
c — v (según el movimiento de S' respecto de S) y 
c + v (en el sentido opuesto); naturalmente, los re- 
lojes que para S' tienen la misma marcha, no po- 
drán tenerla para S, y recíprocamente. Ello estriba 
en que S' ha aplicado directamente la ecuación (8,1) 
en la sincronización de sus relojes, mientras contem- 
plado el fenómeno desde el sistema S, se ha de te- 
ner en cuenta que mientras la acción va y vuelve 
entre los lugares A' y B', el primero de éstos avan- 
za al espacio V (/' Aa — ¿'ai), de modo que el sincro- 
nismo de los relojes se producirá cuando entre sus 
indicaciones se verifique la condición 


t B 


^A1 ^A2 . V t A2 ¿'aI 

2 c 2 


( 8 , 2 ) 


en vez de la (8,1). 

Sólo es posible poner de acuerdo ambos siste- 
mas de relojes, y con ello generalizar la noción 
de simultaneidad, cuando c = oo ; esto es, en el caso 
de que se disponga de una acción, empleable con el 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE Rt LATI VIDA D 41 

fin indicado, que se propague instantáneamente. En 
la Mecánica clásica no hay nada que se oponga a la 
existencia de estas acciones y, por ende, a que en 
principio sea posible aceptar la noción de un tiempo 
absoluto; esto es, independiente del movimiento de 
los sistemas. Laplace, en particular, creyó demos- 
trar que la gravedad, caso de no satisfacer a dicha 
condición, debe propagarse con una velocidad muy 
grande comparada con la de la luz. 

Realmente, en la práctica la regulación de los relo- 
jes se ha hecho siempre utilizando acciones lumino- 
sas, que si bien es cierto que no cumplen con el re- 
quisito exigible teóricamente, dado el elevado valor 
de su velocidad cuando se le compara con los obte- 
nibles para V, se pueden utilizar sin error apreciable 

V 

por la pequeñez del factor — en el último término 
de (8,2). 
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Los postulados de la Mecánica clásica en la Física 

f 

9. Las teorías mecánicas de los fenómenos físicos y el 
principio de relatividad.— 10. Ecuaciones del campo 
electromagnético. — 11. Contradicciones entre la teo- 
ría clásica y la experiencia.— 12. La existencia del 
éter.— 13. Su arrastre por la materia; aberración de 
la luz.— 14. Experimento de Michelson.— 15. Otros in- 
tentos para denunciar el movimiento respecto al éter. 

9. Lo dicho en el capítulo precedente muestra que 
en el grupo de Galileo, como traducción del princi- 
pio de relatividad, van implícitamente contenidas no- 
ciones cuya evidencia dista mucho de ser inmediata, 
de modo que su empleo equivale a agregar dos nue- 
vos postulados a los que formuló Newton: el de in- 
deformabilidad de los cuerpos por efecto del movi- 
miento, que equivale a atribuir a la Geometría de 
Euclides el carácter de ciencia natural, y el de in- 
dependencia de las nociones de tiempo y espacio. 
Quizá una forma más precisa para este último pos- 
tulado sea la siguiente: en dos sistemas cuyo moví- 
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miento relativo es rectilíneo y uniforme, los únicos 
fenómenos que se propagan con idéntica velocidad, 
c en ambos, son aquellos para los cuales c = oo . 

Pero la introducción más o menos consciente de 
estos postulados no ha impedido que, mediante el 
grupo referido, se haya elaborado todo el maravillo- 
so edificio de la Mecánica de Newton, gracias a la 
cual se formularon leyes precisas para fenómenos 
tan importantes como el movimiento de los cuerpos 
que integran nuestro sistema planetario. Si al repa- 
sar las páginas destinadas en cualquier tratado de 
Mecánica a esta teoría se piensa en el caos de la 
Astronomía anterior a Newton, se comprende que 
el grandioso éxito logrado haya hecho olvidar a mu 
chas generaciones la necesidad de analizar con cier- 
to cuidado los principios fundamentales de esta cien- 
cia, y aun se la haya elevado a un rango en la clasi- 
ficación de nuestros conocimientos que su propio au- 
tor distaba mucho de atribuirle. 

Cierto que muchas particularidades de los movi- 
mientos planetarios escaparon en un principio a su 
interpretación; pero casi todos estos problemas fue- 
ron resolviéndose a medida que se perfeccionaba el 
conocimiento del sistema solar, y aun en ocasiones 
fué camino para el descubrimiento de nuevos plane- 
tas, como en el caso de Neptuno. Por eso los pocos 
enigmas que iban quedando, siquiera fuesen tan im- 
portantes como la rotación secular del eje mayor de 
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la órbita de Mercurio, no se creía que bastasen para 
motivar la alteración en sus mismos cimientos de la 
obra de Newtcn. Y no es que la crítica haya dejado 
de laborar sobre el valor de los postulados de la Me- 
cánica, sino que realmente penetró poco en su con- 
tenido, y dejó intacto cuanto en ella es verdadera- 
mente fundamental. 

No sólo se tradujo la admiración debida a la obra 
de Newton por este respeto hacia ella, sino también 
por el deseo de utilizarla como base para la interpre- 
tación de los fenómenos naturales que no son sim- 
ples movimientos aparentes de los cuerpos, bien 
considerándoles como manifestaciones sensibles de 
mecanismos ocultos, según procuran hacerlo las teo- 
rías atómicas, bien abordando el estudio de la Físi- 
ca mediante una generalización de los principios 
fundamentales de la Mecánica y la imitación de sus 
métodos de razonar. Este fué el camino seguido en 
todo el pasado siglo, y del acierto de su elección, 
por lo menos para un primer desbroce, es clara prue- 
ba el maravilloso avance de aquella ciencia. 

En cambio, desde el punto de vista filosófico re- 
sulta que la imposibilidad de determinar el movi- 
viento absoluto queda restringida a la Mecánica: por 
métodos ópticos y electromagnéticos será posible 
llegar a conocerlo, todo lo cual supone que el prin- 
cipio de relatividad no afecta a la capacidad de 
nuestros medios de conocer, sino a un orden particu- 
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lar de procedimientos. Ello es consecuencia de que 
las ecuaciones fundamentales para los fenómenos 
electromagnéticos contienen la velocidad, a diferen- 
cia de lo que ocurre con la que es base de la Diná- 
mica, en la cual sólo figura la aceleración. 

10. Veamos, en efecto, cuáles son las referidas 
ecuaciones fundamentales: 

a) La primera expresa la relación existente en- 
tre las cargas eléctricas y el campo E que ellas pro- 
vocan. La forma más elemental de esta relación es la 
ley de Coulomb, según la cual 


£ = 


e 

4 Tter 2 


• 7 * 


( 10 , 1 ) 


donde e es un factor característico de la naturaleza 
física del medio material en que los fenómenos se 
producen (constante dieléctrica); r la distancia del 
punto en que se determina E a la posición ocupada 
por e , y 4~ un factor numérico que responde a las 
unidades elegidas para las magnitudes eléctricas. 
Estas unidades imponen también la condición de que 
en el vacío, y prácticamente en los galses, e = 1 . 


La forma de la ley de Coulomb conduce a sustituir la 
consideración directa de E por la de una cierta función 
que se llama potencial , definida para el caso de una car- 
ga e por 


<D 


e 

4i:er 


f C, 


( 10 , 2 ) 
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y de la cual notoriamente se deduce que las componen- 
tes de E serán 



Introducir O en vez de E tiene la ventaja de que al con- 
siderar la superposición de los efectos de varias car- 
gas, el campo resultante se ha de calcular aplicando a 
cada punto la regla del polígono de las fuerzas, mien- 
tras el potencial total es una simple suma algébrica. Pero 
esto no eleva el potencial a la categoría de una verda- 
dera magnitud física, puesto que no es directamente 
asequible a la experimentación y encierra una constan- 
te indeterminada que puse de manifiesto en (10, 2) me- 
diante el término C. En el último capítulo volveré sobre 
la interpretación física de y entonces veremos que en 
el momento actual las cosas parecen cambiar de aspecto. 

Agregaré aún que cuando las cargas no se hallan lo- 
calizadas en puntos separados por distancias finitas, 
sino que éstas son infinitamente pequeñas, y el número 
de aquéllos muy grande, los razonamientos se simplifi- 
can sustituyendo su enumeración completa por una den- 
sidad de cargas definida mediante 

de 

do ' 

o sea el límite de la relación de la carga total al volu- 
men en que se encuentra cuando este último tiende ha- 
cia cero, de modo que en (10, 1) y (10, 2) será menester 
reemplazar e por pdv . 

Decía arriba que la ecuación (10, 1) es la forma más 
elemental de la relación entre el campo y las cargas 
que lo engendran. Añadiré ahora que de un modo más 
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completo y riguroso esta relación está contenida en la 
ecuación 

P = -eAO, (10,3) 

llamada de Poisson, donde AO es un símbolo que susti- 
tuye a 

a 2 0 d 2 Q 
ax* 

Una u otra ecuación permiten obtener el campo o el po- 
tencial cuando se conocen las cargas; pero esta última 
tiene la ventaja incuestionable de no hacer intervenir 
más que los valores de p y O que corresponden a un 
mismo lugar, mientras por la primera el campo es la 
consecuencia de la distribución de las cargas en todo el 
espacio. 

« 

b) Cuando una carga se halla en movimiento, el 
propio campo es transportado por ella, en el sentido 
de que en los puntos que ocupan en cada instante la 
misma posición respecto de la carga, E tiene idénti- 
co valor y orientación. Si se imaginan dibujadas en 
el espacio que rodea a la carga curvas que en cada 
punto son tangentes a E, es evidente que todas ellas 
partirán del lugar ocupado por aquélla, a modo de ca- 
bellera, y la misma proposición precedente puede 
formularse diciendo que la repetida carga lleva con- 
sigo el conjunto de sus líneas de fuerza , que así se 
llaman las curvas en cuestión. 

Ahora bien: múltiples experimentos realizados por 
varios físicos, y primeramente por Rowland, han 


\ 
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probado que el indicado movimiento de una carga 
determina el nacimiento de un campo magnético H, 
definido en magnitud por la expresión 


ga e al punto donde se determina H, v' la velocidad 
del movimiento, a el ángulo de esta velocidad con 
la recta r, ye una constante numéricamente igual a 
3X 10 lü cm./sec., cuyo sentido físico veremos en 


ne su centro sobre la recta descrita por e. Además, 
comprueba la experiencia que H es tangente a dicha 
línea; todo ello en la forma que se representa en 
la fig. 2. 

Un razonamiento analítico exento de dificultades per- 
mite ver que las tres componentes de H en un sistema 



( 10 , 4 ) 


donde r es la distancia del lugar ocupado por la car- 



Fig.2 


seguida. Se- 
gún se ve, el 
valor de H 
es constante 
en todos los 
puntos de 
una circun- 
ferencia que 
es normal a 
la dirección 
de y tie 
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cualquiera de coordenadas cartesianas pueden escribir- 
se en la forma 


Hi 


_ dPt ¿P 2 


dx 2 


dx % ’ 


H 2 


¿p. 

dx z 


l_l _J*2 . 

* 0*1 0*2 


o con una notación general 
dPk 


Hi = --- — 


JPj. 

dx x ’ 


(10,5) 


¿>P¿_ 

d*j dx k ' 

donde las Pj son componentes de un nuevo vector, lla- 
mado potencial , que se definen por la ecuación 



( 10 , 6 ) 


Este vector potencial es, como el escalar O, una mag- 
nitud cuyo uso simplifica la teoría de estos fenómenos^ 
y paralelamente a lo que con él ocurría, no se halla de- 
terminado de modo inequívoco por las cargas y sus ve- 
locidades. Aun es aquí mayor la indeterminación que en 
aquel caso, pues sin dificultad se ve que los valores de 
H» no se alteran cuando a cada una de las Pj se agre 


db 

ga la derivada, . de una función escalar cualquiera 

OXj 

Cuando las cargas ocupan un volumen apreciable de 
modo que sea conveniente reemplazar la consideración 
de las cargas aisladas por su densidad p, en la forma en 
que he dicho poco más arriba, la simple comparación de 
las ecuaciones (10, 6) con (10. 2) indica que correspon- 
diendo a (10, 3) debemos escribir 


-APy, (10,7) 

mediante la cual se relaciona la corriente pv' de las car- 
gas con e! potencial vector en el mismo lugar. 
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Conviene advertir que si bien de cuanto llevo di- 
cho se deduce la existencia simultánea de los cam- 
pos eléctrico y magnético, nada se opone a que se 
manifieste el segundo sin que aparentemente exista 
el primero. Imaginemos que en cada elemento de vo- 
lumen haya cargas iguales y de signos opuestos, pero 
que sus velocidades respectivas sean diferentes. En- 
tonces no habrá campo eléctrico, puesto que Sg = 0, 
mientras H 0 porque 2 eu' 0. Los conduc- 
tores por los cuales, según el lenguaje clásico, pasa 
una corriente eléctrica, y los cuerpos magnéticos 
son ejemplos diferentes de este caso, según se ha 
demostrado cumplidamente por métodos cuya des- 
cripción escapa al plan de este libro. 

Volvamos la atención a (10, 4). En ella se puede 

e 

introducir el campo eléctrico E en vez de — ^ con 


lo cual 


H = —Ev' sen a, 

c 


que conduce a interpretar el campo magnético como 
engendrado en cada lugar por el movimiento del 
trozo de línea de fuerza que pasa por dicho punto. 
Como E v' sen a es el área del paralelogratno cons- 
truido con E y v\ como lados, se puede traducir esta 


fórmula diciendo que la magnitud de H es igual a — 
veces el área barrida por Een la unidad de tiempo. 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 51 

Además, su dirección es normal a dicha área, según 
representa la fig. 2. 

Así entendido H, claro es que sea cual fuere Ja 
razón del movimiento de las líneas de fuerza de E 
se engendrará el campo magnético correspondiente. 
Consideremos un elemento de volumen de un cuer- 
po donde no haya electrización aparente por existir 
cargas iguales de signos opuestos superpuestos, se- 
gún ocurre en estado neutro. Es fácil imaginar una 
acción que determine el alejamiento de ambas cla- 
ses de cargas a una distancia d , sustituyendo el ele- 
mento de volumen neutro 
por una pareja . Se de- 
muestra en Electrostática 
que en el estado de equi- 
librio permanente existirá 
un campo cuyas líneas de 
fuerza se representan en 
la fig. 3. Pero en nuestro 
caso dicho estado perma- 
nente no se establecerá en todo el espacio instan- 
táneamente, sino que progresivamente irá apare- 
ciendo en lugares cada vez más apartados. El pro- 
ceso se puede describir diciendo que las líneas de 
fuerza se propagan perpendicularmente a sí mis- 
mas y con la velocidad c', que resulta numéri- 
camente igual a la constante c en el vacío, y 
muy próxima de ella para los medios materiales. 
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Así para este caso 

H = --Ec\ (10,8) 

c 

c) Los fenómenos de inducción electromagnéti- 
ca que descubrió Faraday prueban que la produc- 
ción de un campo magnético por el movimiento de 
las líneas de fuerza eléctrica tiene su recíproca en 
la creación de un campo eléctrico en todos los 
puntos barridos por las líneas de fuerza magnéticas. 
Este fenómeno se puede comprobar moviendo un 
imán o un solenoide, que corresponderá al caso en ' 
que se mueven las cargas eléctricas, o establecien- 
do una corriente en una bobina, que será lo análogo 
a la creación de la pareja a que me referí antes. En 
el primer caso la ley que define E se puede repre- 
sentar, en cuanto a su magnitud, mediante 

E = — Ha” sen p, (10,9) 

c 

donde p. es una constante específica del medio, como 
antes lo era e, mientras u " es la velocidad del siste- 
ma que es origen de H y ¡3 el ángulo que forman en- 
tre sí H y £>". Conviene, además, advertir que la po- 
sición de E respecto de Hy y", es precisamente la 
opuesta de la de H respecto a E y v' en el caso an- 
terior. 

En el segundo caso el movimiento de las líneas de 
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fuerza magnéticas se produce también con la velo- 
cidad c' y normalmente a ellas, de modo que 

E = (10, 10) 

La existencia de e te campo eléctrico se ha demos- 
trado experimentalmente por 
Kuehne. 

Nótese que relacionando los 
campos H y E definidos por 
(10, 8) y (10, 10), resulta que 
siempre que se produzca una 
traslación de líneas de fuerza 
irán juntas las de ambas cla- 
ses, y esto de modo que H, 

E y d tendrán las posiciones 
relativas que se señalan en la Fig. 4 

fig. 4, y además, trasladando el valor de H de (10, 8) 
a (10, 10) se obtiene 



Q 

de donde c' =■ — _= r % que define la velocidad de los 

V «n 

campos en un medio diferente del vacío. En este úl- 
timo caso, puesto que e = [a = 1 , d = c. Conviene, 
además, recordar que la luz se reduce a un campo 
electromagnético tal como el que ahora estamos con- 
siderando, de modo que d y c no son otra cosa que 
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sus velocidades en el seno de un medio material y en 
el vado, y teniendo en cuenta la definición del ín- 
dice de refracción, n=Y ejx. 


También necesitamos recordar que cuando en (10, 9) 
se reemplaza H por su valor (10, 5) en función del vec- 

tos potencial P se obtiene para el campo eléctrico in- 
ducido 


E /=- 


1 dPj 
c dt 


Y si a él se agrega el originado por las cargas eléctri- 
cas, el campo total será 

p,_ d® 1 dPj 

1 dXj c dt ■ 

Es bien interesante notar que si se escribe P 4 = — 0 
y ct — jt 4 , las ecuaciones que acabo de escribir toman 
la forma 

que recuerdan claramente las (10, 5). 

Designando los campos H y E por una sola letra, h 
por ejemplo, con dos subíndices iguales y escritos en el 
mismo orden que los que afectan a las x en los denomi- 
nadores de (10, 5) y (10, 11), se ve inmediatamente que 
estas ecuaciones imponen a las h las condiciones 


dhjj 

dx k 


dh¡k dhki 


dx¡ 


dXj 


= 0 , 


( 10 , 12 ) 


donde /, /, k representa una cualquiera de las cuatro 
coordinaciones que pueden formarse con los números 
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1 , 2, 3, 4 tomados tres a tres. Así, habrá cuatro ecuacio- 
nes del tipo (10, 12) entre las seis componentes de am- 
bos campos, que en definitiva expresan que dichos cam- 
pos derivan de los potenciales P i mediante las ecua- 
ciones (10, 5) y (10, 11). Por consiguiente, son postula- 
dos fundamentales para la teoría de los fenómenos elec- 
tromagnéticos. 

Es indispensable advertir que (10, 3) y (10, 7) son apli- 
cables únicamente al caso en que la distribución de las 
cargas eléctricas, así como los valores de sus velocida- 
des en los diferentes puntos del espacio, no cambian con 
el tiempo. Esto es lo que se llama una distribución es- 
tacionaria o permanente. Si se hace desaparecer tal 
restricción, como conviene a una teoría general de los 
fenómenos, aparecen en ambas ecuaciones términos 
que contienen las derivadas segundas de O y P convir- 
tiéndolas en 


p = — A<í> + 



i a 2 o 

c 2 dt 2 

i ¿ 2 p, 

C 2 dt 2 


-n*i 

upÁ 


(10, 13) 


Estas ecuaciones son también cuatro en número, como 
las (10, 12), y si en ellas se escribe como antes P 4 = — O, 
pueden agruparse en la 


C; = -CJP,., (10, 14) 


donde C, representa a _ para los valores de 1 , 2, 3 
c 

de i, mientras C 4 = p. Este grupo de ecuaciones es tam- 
bién fundamental para la teoría, y establece la relación 
entre las cargas eléctricas y los campos que engendran. 
Es un hecho experimental que las cargas obedecen a 
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la ley general de conservación, de suerte que la pérdida 
de electricidad sufrida por un volumen del campo es 
igual a la cantidad que durante el mismo tiempo atra- 
viesa su superficie. Dicho de otro modo, las cargas 
eléctricas se mueven como un líquido incomprimible, fe- 
nómeno que, según la hidrodinámica enseña, se repre- 
senta por la ecuación 


dp dpv i , dpv 2_ , dpv_t_ _ o 

dt dx x ~ r dx 2 ” t ~ dx t 

de donde, en virtud de (10, 13) 


J o*I> _i 3P i i 3P a i ¿P» q 

c dt r d*i " 1 " ^ dx 2 ~ 


(10,15) 


cuya ecuación reduce la indeterminación del vector po- 
tencial a una constante. 

Es interesante notar que a más de las ecuaciones 
fundamentales (10, 12), que ya dije expresan la existen- 
cia de los potenciales P i para el campo electromagné- 
tico, y de la ley de conservación de la carga eléctrica, 
traducida por (10.1 5), puede admitirse un principio equi- 
valente al de Hamilton (§ 5) para el campo electromag- 
nético, y entonces las cuatro ecuaciones (10, 14) se pue- 
den deducir como corolarios de la teoría. He aquí una 
primera justificación de la generalidad que dije tiene el 
principio en cuestión. 

d) Ambos campos, eléctrico y magnético, ac- 
túan sobre la materia y son capaces de ponerla en 
movimiento. Cuando se trata de E esta acción es 
consecuencia de las cargas aparentes en los cuerpos 
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y su valor se'obtiene mediante el producto de E por 
dichas cargas. La acción de H se ejerce siempre que 
existan cargas en mo* 
vimiento, y su valor 
para las positivas es 

— H¿/" sen a, con la 
c 

dirección que repre- 
senta la fig 5. En de- 
finitiva, la acción to- Fig. 5 

tal sobre la carga e será para el caso en que = 1 

Fe = Ee + “H¿/"sena, (10, 16) 
c 

entendiéndose, dicho se está, que se trata de una 
composición de vectores y no de una suma aritmé- 
tica, y que la dirección del último sumando es nor- 
mal a H y según dije ya. 

Las cargas en movimiento pueden mostrarse di- 
rectamente, como en los casos de un cuerpo electri- 
zado, de los iones gaseosos y de los rayos a y ¡ü de 
las substancias radioactivas, pero pueden escapar a 
la observación, como las que forman la corriente que 
circula por un conductor o en las moléculas de los 
cuerpos magnéticos (corrientes de Ampére). 

La confirmación de (10, 16) resulta de todos los 
experimentos de la Electrostática y el Electromag- 
netismo, y muy particularmente de los realizados al 
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estudiar las desviaciones que E y H producen sobre 
los iones positivos y negativos que constituyen los 
rayos canales y catódicos en los tubos de vacío. 

1 1 . Como decía antes de comenzar el bosquejo 
de las ecuaciones fundamentales para la teoría de 
los fenómenos electromagnéticos, y como caso par- 
ticular de la luz, en ellas figuran explícitamente las 
velocidades con que se transportan los campos y las 
cargas eléctricas, de suerte que un cambio de siste- 
ma de referencia ha de modificar los fenómenos apa- 
rentes. De otro modo, cuando una vez estudiadas 
las leyes que los rigen para un observador que se 
halle en reposo relativamente al sistema en que aqué- 
llos se producen, efectuamos en sus expresiones 
analíticas las transformaciones indicadas por el gru- 
po de Galileo, con el fin de conocer las leyes que 
serán válidas respecto de otro observador dotado 
de un movimiento rectilíneo y uniforme relativo a 
aquél, hallamos diferencias que contienen explícita- 
mente la velocidad y permiten determinarla. Fué 
Hertz quien primero hizo esta aplicación de las ecua- 
ciones de transformación de Galileo, con lógica in- 
negable en atención a las ideas dominantes en su 
época. 

Las consecuencias que así se derivan están, sin 
embargo, en absoluta contradicción con los resulta- 
dos experimentales. Citaré dos ejemplos que ofre- 
cen el mayor interés y son típicos: 
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a) Eli primer término, supongamos una onda lu- 
minosa que avanza en el seno de un cuerpo transpa- 
rente. Para un observador en reposo, según he dicho 

Q 

antes, su velocidad se mide por el cociente — (de 

n 

la velocidad en el vacio por el índice de refracción). 
Para un observador que se mueva relativamente al 
cuerpo con velocidad ± V, indicando por el signo 
el sentido del movimiento en relación con el de la 
propagación, las ecuaciones de Qalileo obligan a 
pensar que la velocidad de la onda debe ser 

-± V. 
n 

Mucho antes de que Hertz formulara la teoría ge 
neral, uno de cuyos corolarios es la predicción teó- 
rica anterior, Fresnel dió la interpretación de ciertos 
experimentos de Arago, que corresponden al mis- 
mo orden de ideas, pero son de naturaleza bastante 
más compleja, suponiendo que en la fórmula ante- 
rior v ha de multiplicarse por el factor 



que se denomina de arrastre, por razones de que me 
ocuparé más adelante. La existencia real de dicho 
factor fué confirmada experimentalmente por Fizeau, 
en trabajos que serán siempre considerados como 
modelos de ingenio y precisión, en los cuales el cuer- 
po en movimiento fué el agua. Posteriormente, con 
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la mayor perfección que consiente la técnica moder- 
na, ha sido también comprobado por Michelson y 
Morley y por Zeeman, siempre en el mismo líqui- 
do. El trabajo de este último deja además fuera de 
duda la presencia del sumando adicional 
t dn 
TI d X 

(donde t es el período) que corresponde a la disper- 
sión. Los resultados numéricos de Zeeman están 
contenidos en la tabla siguiente: 


\en A° 

CpF 


cp exp. 

4500 

0,443 

0,464 

0,465 

4580 

0,442 

0,463 

0,463 

5461 

0,439 

0,454 

0,451 

6870 

0,435 

0,447 

0,445 


Aun con posterioridad, 



Zeeman y Snethlage han 
demostrado que la teoría 
se verifica con exactitud 
comparable en el cuarzo. 

b) En segundo tér- 
mino, imaginemos un 
P prisma dieléctrico ABCD 
(fig. 6) de constante £, 
cuyas dos caras parale- 
las al plano ABD son 
conductores, fijo en el 
espacio, donde existe un 
campo magnético H que 
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se transporta paralelamente a sí mismo y a la aris- 
ta BA del prisma con la velocidad V. La ecua- 
ción (10, 9) nos dice que se producirá un campo eléc- 
trico normal a aquellos dos vectores, 

E = — HV, 
c 

si se supone que «x para el dieléctrico es la unidad; el 
cual campo engendrará en las armaduras, supuestas 
al mismo potencial, cargas cuyas densidades serán: 

±-HV. 

c 

Supongamos ahora que el campo magnético per- 
manece fijo y en cambio se mueve la lámina con ve- 
locidad — V. Los fenómenos debieran ser exacta- 
mente los mismos, pues la diferencia entre uno y 
otro se reduce al cambio de posición del observador, 
desde un lugar fijo al dieléctrico a otro que lo está 
en el campo magnético. Sin embargo, Wilson, que 
ha realizado el experimento, obtiene para la densi- 
dad de cargas en este caso ± * HV; resultado 

que explica, además, el efecto nulo obtenido por 
Blondlot anteriormente, empleando como dieléctrico 
el aire, puesto que para los gases e = 1, dentro de 
los errores que en estos experimentos pueden come- 
terse. 

12. Los trabajos que acabo de recordar, y no 
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son los únicos, ponen bien en evidencia cómo la apli- 
cación del grupo de Galileo a los fenómenos electro- 
magnéticos resulta completamente injustificada, por 
lo menos en la forma en que fué hecha por Hertz. 

Pero antes de seguir adelante, conviene advertir 
que ni el sabio alemán ni los demás físicos, en la 
épocfl en que esta cuestión surgió, la plantearon en 
los términos en que lo he hecho. Por entonces la 
existencia del éter se consideraba innegable, y así 
Lord Kelvin podía decir que teníamos un conocimien- 
to de su naturaleza más completo que de la materia 
ordinaria, puesto que todo lo que habíamos de exi- 
girle estaba contenido en aquellas ecuaciones del 
campo electromagnético que he recordado arriba. 

Precisamente la seguridad que esta opinión reve- 
la nace del papel principalísimo que la Mecánica de 
Newton desempeñaba en la Física. Esenciales en 
ella son los teoremas de conservación de la cantidad 
de movimiento y de la energía para los sistemas ais- 
lados, así como la distinción radical entre materia y 
energía, que otorga a aquélla la condición de so- 
porte de las magnitudes Gy g. Ahora bien: los teo- 
remas indicados dejan de cumplirse para los fenóme- 
nos electromagnéticos cuando no se admite la exis- 
tencia del éter. 

Comenzaré por la conservación de Q. Imaginemos 
un foco radiante electromagnético E (fig. 7), lumi- 
noso o de ondas hertzianas, fijo al foco geométrico 
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de un espejo parabólico, para que los rayos salgan 
del sistema en una dirección única. A larga distan- 
cia de este aparato emisor, supondré otro, A, que 



Fig. 7 


recoja y absorba íntegramente la energía de aque- 
llos rayos. La teoría demuestra que sobre cada sis- 
tema, respectivamente durante la emisión y la ab- 
sorción, actúan fuerzas, F K y F A , iguales y dirigidas 
según la recta que los une; pero cuyos sentidos son 
opuestos, pues el de la primera es contrario, y el de 
la segunda, idéntico al de propagación del haz. 

La experimentación ha comprobado exactamente 
la realidad de F A , gracias, principalmente, a los tra- 
bajos de Nicholson y Hull, y si no se ha logrado tam- 
bién para F E , hay que atribuirlo a las insuperables 
dificultades técnicas que se oponen a la realización 
de los experimentos indispensables. 

Las cosas ocurren del mismo modo que cuando se 
dispara un arma de fuego sobre un péndulo balísti- 
co: el choque de retroceso en el arma es igual al im- 
pulso que el péndulo recibe por la acción de la bala, 
despreciado el efecto del aire. En uno y otro caso, 
las acciones inicial y final son iguales y opuestas, 
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como exige el tercer postulado de Newton; pero no 
actúan sobre el mismo sistema rígido ni son simultá- 
neas, requisitos también indispensables. 

Para este último caso no existe problema, porque 
el retroceso del arma equivale a la cantidad de mo- 
vimiento que la bala recibe, y la destrucción de tal 
cantidad al encontrar la bala al péndulo constituye 
el origen del impulso. Esto parece indicar que el 
acuerdo de los fenómenos radiantes con la Mecánica 
ha de lograrse admitiendo que la radiación electro- 
magnética transporta también una cantidad de mo- 
vimiento, gracias a la cual el impulso que correspon- 
de al retroceso del aparato emisor E se transmite al 
absorbente A. 

Notemos aún que también existe incumplimiento 
aparente del principio de la conservación de la ener- 
gía en el caso referido. En efecto; el foco emisor E 
consume energía que sólo vuelve a ponerse en evi- 
dencia cuando, andando el tiempo, la energía es 
absorbida en A. Entre el momento en que el con- 
sumo se produce y aquel en que la energía se hace 
sensible nuevamente, nada sabemos de ella, y este 
intervalo puede ser muy largo: centenares de años a 
veces. Baste recordar que la energía que supone la 
reducción de la sal de plata en una placa fotográfica 
en que se recoja la imagen de ciertos conjuntos es- 
telares corresponde a una emisión luminosa que se 
produjo hace millares de años a distancias de nuestro 
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sistema solar que la imaginación no acierta a re- 
presentarse. Así, para retener el principio de la con- 
servación de la energía, ha de pensarse que la luz la 
transporta en su carrera, como la bala de que antes 
hablaba acarrea en forma cinética la energía del 
explosivo desde el alma del cañón hasta el lugar 
donde han de producirse sus efectos destructores. 

Si pudiéramos dejarnos arrastrar por la analogía 
con el ejemplo de que vengo sirviéndome, caería en 
la hipótesis de la emisión de partículas luminosas, 
que Newton defendió con tanto ahinco contra los ar- 
gumentos de Huyghens, y que los clásicos experi- 
mentos interferenciales de Young y Fresnel arruina- 
ron de manera definitiva, sustituyéndola por la teo- 
ría de las ondulaciones. Pero ello no supone ninguna 
dificultad, porque es bien sabido que las ondas que 
se producen en los medios materiales transportan 
también cantidad de movimiento y energía, aunque 
en ellas no haya acarreo de materia. Basta, pues, 
que el universo entero, en toda la extensión que la 
luz puede recorrer en tiempos infinitos, esté lleno 
de algo material capaz de transmitir las ondas lumi- 
nosas con la enorme velocidad de 300.000 kilóme- 
tros por segundo: este medio universal es el que los 
físicos han llamado éter , y que, según decía arriba, 
creyeron conocer con mucha mayor precisión que la 
materia misma, puesto que sólo le exigían servir de 
soporte a los campos eléctrico y magnético. 
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En él se encuentran sumergidos todos los cuerpos, 
no como un sólido en el seno de un fluido, desalo- 
jándole del espacio que ocupa, sino que en él se ba- 
ñan por igual hasta las últimas partículas que los in- 
tegran, estableciéndose la ligadura entre ambas 
substancias, materia y éter, gracias a las cargas 
eléctricas que son elemento integrante, quizás único, 
de aquélla. 

13 . Pero si el éter es el soporte de los cam- 
pos E y H, cuando hablamos de velocidades de es- 
tos campos en las leyes fundamentales, ha de en- 
tenderse respecto de un sistema de referencia ligado 
a él, y los fenómenos que se produzcan por efecto 
del movimiento de los cuerpos dependen esencial- 
mente de la respuesta que se dé a la siguiente pre- 
gunta: la materia en su movimiento ¿transporta al 
éter que la empapa? La hipótesis de Hertz, que dis- 
cutí más arriba, equivale a que aquélla sea afirmati- 
va, que hemos de convenir se ofrece al espíritu como 
la concepción más sencilla. 

Mas los experimentos recordados antes por vía de 
ejemplo, prueban que es indispensable renunciar a 
tal hipótesis y suponer, bien un arrastre parcial del 
éter, según admitió Fresnel y de donde procede el 
nombre del coeficiente <?, bien su reposo absoluto en 
tanto los cuerpos se mueven en su seno, solución 
ésta, indudablemente, más lógica. Claro que enton- 
ces es indispensable explicar el arrastre parcial que 
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los referidos experimentos denuncian, y el mérito de 
ello corresponde a H. Lorentz. 

Según el profesor holandés, siguiendo ideas clási- 
cas de Mossoti, el campo E determina en cada áto- 
mo de los cuerpos materiales una separación de las 
cargas positivas y negativas, análoga a la que produ- 
ce en los conductores y que se manifiesta en la in- 
fluencia eléctrica. El fenómeno de conjunto que po- 
demos apreciar es una polarización de componen- 
tes pi, que se traduce por la aparición de cargas 
eléctricas positivas en la superficie del dieléctrico 
por donde el campo E sale, y negativas en aquellas 
por donde entra; numéricamente la densidad de es- 
tas cargas es ± (s — 1) E. Así, en el experimento 
de Wilson, al mover el dieléctrico son estas cargas 



reemplazando E por su valor (10, 9), de acuerdo con 
el resultado obtenido. 

Análogamente, el cambio de velocidad que la luz 
sufre al penetrar en un cuerpo transparente se debe 
a la alteración periódica de la polarización de sus 
átomos, originada por el campo eléctrico de la onda 
luminosa. Dicha polarización periódica convierte 
cada átomo en un foco luminoso secundario cuya 
emisión se superpone a la luz incidente, dando lugar 
a una onda compleja, que es aquella a quien se refie- 
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re la medida de la velocidad dentro del cuerpo. Claro 
es que el movimiento de la materia afecta únicamen- 
te a esta luz secundaria, sin que en nada modifique 
a la onda que penetró en ella, y sigue avanzando a 
través del éter fijo, y un cálculo detallado demuestra 
que. esto se traduce por un aparente arrastre parcial 
de la onda compleja, que coincide con el calculado por 
Fresnel. 

Además existe otro fenómeno, de largo tiempo co- 
nocido, que prueba aún de modo más concluyente el 
reposo del éter mientras la materia se transporte en 
su seno. Me refiero a la aberración de la luz . 

Cuando se ha de mirar un astro con un anteojo, no 
se apunta en la dirección AB (fig. 8) en que éste se 
encuentra en el momento de la observación, sino que 


significa que nuestro movimiento no perturba a la 
onda en su propagación, puesto que el anteojo se 
orienta precisamente según requeriría la regla de 


el eje óptico AC ha de for- 



/ mar con AB un ángulo de- 
pendiente de la velocidad 
de la Tierra: el necesario 
para que la onda lumino- 
sa que pasa por el centro 
óptico del objetivo llegue 
_ a la cruz filar en el ins- 


Fig. 8 


4 V 

i tante en que ésta se en- 
cuentra sobre el rayo. Esto 
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composición de las velocidades c y v, supuestas per- 
fectamente independientes, y tratándose de un movi- 
miento ondulatorio, equivale a suponer que avanza- 
mos en el éter sin arrastrarlo. Realmente esta conse- 
cuencia del fenómeno de la aberración no pareció 
tan evidente a muchos de los físicos que han discu- 
tido este asunto, uno de los que más preocuparon la 
opinión científica en los días en que se afirmó la teo- 
ría ondulatoria de la luz. 

Fueron varios los experimentos efectuados con el 
fin de denunciar el movimiento de la Tierra a través 
del éter, siempre con resultado negativo, y de los 
cuales no me ocupo porque muy pronto he de llamar 
la atención sobre otros más perfectos realizados pos- 
teriormente; y en presencia de este fracaso perma- 
nente, lo más lógico era suponer que el éter es arras- 
trado. Para que ello no dejara a la aberración huér- 
fana de explicación, Stokes sugirió que el éter tiene 
una constitución tal que se comporta como un flúido 
sin viscosidad para los movimientos lentos, y como 
un sólido de elevada rigidez para las vibraciones 
muy rápidas. Ello permitiría a las ondas luminosas 
propagarse con la velocidad que ellas lo hacen, y al 
propio tiempo haría que estas ondas, al pasar de una 
región del éter en reposo a otra arrastrada por la 
Tierra, no cambiasen la orientación de su frente. 
Pero las dificultades que entonces surgen son gran- 
des, y de. ellas se deduce con plena evidencia que las 
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ideas de St^kes son un mero expediente para sosla- 
yar una dificultad, no una construcción teórica per- 
fectamente lógica, por lo cual no vale la pena de de- 
tenernos más en su análisis (1). 

Diré aún que la explicación del fenómeno que nos 
ocupa por una composición de la velocidad de la Tie- 
rra con la de la luz sugiere la posibilidad de que su 
magnitud sea función de la naturaleza del medio en 
que aquélla se propaga, como pensó Boscovich; 
pero atendiendo a la interpretación dada para el coe- 
ficiente de arrastre de Fresnel, se comprende, sin 
más detalle, que tal influencia no exista, de acuerdo 
con el efecto negativo a que llegó Airy estudiando 
la aberración con un anteojo lleno de agua. 

14. Notoriamente, la existencia de un éter en 
permanente reposo, mientras los cuerpos se trasla- 
dan en su seno, equivale a negar la equivalencia de 
todos los sistemas de coordenadas, que sólo difieran 
en un movimiento rectilíneo y uniforme, y, por tanto, 
la universal aplicación del principio de relatividad, 
válido en la Mecánica. Los ejes de referencia que se 
hallen fijos al éter ocupan una posición privilegiada, 
según demuestran los resultados de la observación y 
la experiencia recordados anteriormente: la misma 
simplicidad de naturaleza que se atribuyó al medio 


(1) Puede verse una crítica más completa en Larmor, 
Aílher and Matter. 
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universal, en cuanto sólo se exigía de él que sirviera 
de soporte a los campos eléctriro y magnético, per- 
mite que se le sustituya por el sistema de ejes privi- 
legiados a que aludía, caracterizados porque con re- 
lación al mismo las ecuaciones fundamentales de los 
fenómenos electromagnéticos tienen forma definida. 
Y entonces claro es que puede hablarse de veloci- 
dades absolutas en el espacio, dando a este término 
el sentido de velocidad relativa a dicho sistema pri- 
vilegiado. 



Fig. 9 


Supongamos, por ejemplo, que en un instante de- 
terminado t Q y en el lugar del espacio 0 (fig. 9) en 
que entonces nos hallemos, producimos un destello 
luminoso. La onda avanzará en el éter con velocidad 
constante c en todas las direcciones, formando una 
esfera de radio creciente, pero cuyo centro perma- 
nece clavado en el mismo lugar 0 donde se produjo 
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el destello. Entre tanto, nosotros avanzamos con ve- 
locidad V, de suerte que la distancia que nos sepa- 
rará de la cresta de la onda en cualquier tiempo t x 
posterior, cambiará con la dirección, y como el co- 
ciente de dicha distancia por t x — t 0 mide la veloci- 
dad aparente de la luz, esta magnitud variará entre 
c — V, para la dirección de nuestro movimiento, 
y c + V para la opuesta. 

Naturalmente, la realización de este experimento 
debe dar un método para medir V sin acudir a ningún 
fenómeno extraterrestre. Michelson ideó en 1887 un 
método de sensibilidad suficiente para efectuar estas 
medidas y apreciar el valor de V, aunque esta mag- 
nitud no llegue al valor de la velocidad de la Tierra 

V 

en su órbita, de modo que — < 10~ 8 . Para este fin, 

y reduciendo la descripción a lo estrictamente esen- 
cial, un haz de luz procedente 
del foco L (fig. 10) encuentra 
un lámina semitransparen- 
te A, donde se bifurca en el 
rayo AB, continuación del haz 
primitivo, y el AB t , perpen- 
dicular a él. A distancia igual, 
(/), para ambos rayos se encuentran los espejos B 
y B x que los reflejan nuevamente hacia A u y allí 
cada uno se bifurca del mismo modo que el haz 
primitivo. Basta considerarlos semirrayosque se pro- 



Fig. 10 
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pagan según AC y vienen a sumar sus efectos en C. 

Si el sistema se hallase en reposo relativamente al 
éter, como los caminos que los dos rayos han hecho 
son iguales y las velocidades con que los han reco- 
rrido idénticas, al superponerse según AC sus fa- 
ses serán perfectamente concordantes y en dicha di- 
rección la intensidad será máxima. Pero cuando el 
sistema se mueve, las diferencias en la dirección de 
los rayos ABA y AB X A engendran un retardo en el 
uno respecto del otro, que ha de compensarse consi- 
derando rayos que formen un ángulo ligero respecto 
del primitivo, pues entonces los caminos no serán 
iguales. Así, se producirá un corrimiento de la fran- 
ja de máxima intensidad respecto de su posición en 
el caso anterior, que es el fenómeno observable. 

El cálculo del retardo indicado es fácil, cuando se 
supone la velocidad V coincidente con uno de los 
rayos, según se hace ya en la figura. Entonces, de A 
a B la luz avanza en el sentido de V, con lo cual su 
velocidad aparente será c — V, y de B a A la direc- 
ción es opuesta, y esta última magnitud tendrá el va- 
lor c + V. En definitiva, el tiempo invertido por la 
onda desde que pasa por A hasta que vuelve a dicho 
punto será: 


En cuanto al rayo AB a ha de tenerse en cuenta 
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que mientras la luz va de uno a otro punto, el aparato 
B se corre en el sentido de V, de modo 
A que la velocidad aparente será el cateto 
/ i perpendicular a V del triángulo de la 

j \ figura 1 1 ; esto es (c 2 — V 2 ) 2 , y cosa 

L L_» idéntica ocurre en el recorrido de vuel- 

p . ta de la onda. Asi el tiempo total será: 



El retardo se medirá evidentemente por 

/ V 2 

T *- T ’ = lT7r- ^ 

Haciendo girar a todo el aparato 90°, las direccio- 
nes AB y AB X se cambian, con lo cual el retardo se 
invierte. Así, el corrimiento observado, pasando de 
una posición a otra del sistema, será doble de (14,1), 
y expresado en fracción de la distancia que separa 
a las bandas de interferencia observadas en C, será: 

2 1 _ V 2 ^ 

X c 2 * 


Posteriormente a la realización por Michelson y 
Morley de este experimento ha sido repetido por 
Morley y Miller, mejorando la disposición en forma 
que permitía apreciar una centésima del efecto pre- 
visto, no obstante lo cual, los resultados fueron ne- 
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gativos, y esto sea cual fuera la época del año en que 
se obtuvieron. 

Es definitiva, la velocidad de la luz, no obstante el 
movimiento de la Tierra, es independiente de la di- 
rección en que se determine, resultado cuya inter- 
pretación más directa es el arrastre del éter por los 
cuerpos que en él se mueven, en oposición a los ex- 
perimentos citados precedentemente. 

15 . No se trata de un experimento aislado. Tal 
circunstancia quitaría un poco de valor a las conse- 
cuencias de él derivadas, no obstante la gran preci- 
sión del mismo y la variedad de condiciones en que 
fué ejecutado, gracias a 
sistir aúna crítica bien 
persistente que apenas 
si ha cesado Aun muy 
recientemente Righi 
creyó encontrar una 
causa de error en la in- 
terpretación del expe- 
rimento, que ha sido 
rebatida por varios físi- 
cos y, entre ellos, por el español P. de Rafael. 

Por otros caminos se llegó a la misma conclusión. 
Imaginemos dos cargas eléctricas numéricamente 
iguales, pero de signos opuestos, e+y e~, sujetas 
en las extremidades de una varilla rígida (fig. 12) 
que va suspendida por un hilo AB de un soporte fijo 


todo lo cual, ha podido re- 
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a nuestro laboratorio. La tierra arrastra a este siste- 
ma con una velocidad V que supondré no es perpen- 
dicular a la varilla. En la hipótesis del éter en repo- 
so, como las ecuaciones de los campos han de refe- 
rirse a los ejes en él fijos, cada carga produce un 
campo magnético cuyos valores H+ o H-, en el lu- 
gar ocupado por la otra, se han representado en la 
figura, claro que prescindiendo de toda escala. En- 
tonces e+ y e _ se hallan en movimiento en los cam- 
pos magnéticos en cuestión y, por ende, experimenta- 
rán acciones que también están dibujadas, y, según 
se reconoce, engendran un par que tiende a torcer 
el hilo en la forma que la flecha curva señale. Puesto 

V 

que según (10, 4) el campo H es proporcional a ~,y 

según (10, 14) en la fuerza figuran como factores 
V 

H y — , es evidente que el efecto previsto es de se- 
gundo orden en — . 

c 

Trouton y Noble pusieron en práctica este méto- 
do para denunciar nuestra velocidad en el éter, cons- 
tituyendo el sistema rígido que lleva las cargas e+ y 
e- mediante un condensador. La rotación producida 
por el momento de la carga no pasó del 5 por 100 de 
la cantidad calculada, de suerte que es perfectamen- 
te atribuible a las perturbaciones inevitables. 

También de aquí, como del experimento de Michel- 
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son, es necesario concluir que el éter es arrastrado 
completamente por la Tierra en su movimiento, en 
contradicción manifiesta con la aberración de la luz 
y los experimentos de Fizeau y Wilson. La conse- 
cuencia inmediata parece ser la admisión de una mul- 
tiplicidad de medios cuyas propiedades son idénticas 
al éter y que existen superpuestos en cada punto del 
espacio, con cuya idea chocamos notoriamente, y es 
lógico que, al menos en un cierto momento de la 
historia de este capítulo de la ciencia, hayan sido 
muchos los físicos que, con Einstein y Flanck, pre- 
firieron prescindir de este medio, cuya existencia es 
corolario obligado de ciertos postulados de la Física. 
Naturalmente, ello equivale a declarar la bancarrota 
de los referidos principios. 

Sin embargo, conviene recordar que ante los re- 
sultados contradictorios aludidos, hombres del pro- 
fundo valer de Fitzgerard y Lorentz prefirieron 
aplicar el método estrictamente científico, según ya 
recordaba en el § 1, adicionando a la ciencia clásica 
la hipótesis del acortamiento de los cuerpos en el 
sentido del movimiento. Pero entonces era lógico pre- 
sumir que este cambio de dimensiones se denunciase 
por una disimetría de constitución. Así, Lord Ray- 
legh y Brace investigaron la existencia de una do- 
ble refracción en los cuerpos isótropos, y Trouton y 
Rankine,una diferencia en la conductividad metálica, 
sin que el éxito coronase las tentativas. Cierto que 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


78 


B. CABRERA 


pueden buscarse mecanismos que permitan en cada 
caso la explicación de los resultados experimentales, 
como lo hiciera Lorentz para la doble refracción pre- 
vista por Lord Raylegh.pero es indudable que la mis- 
ma complejidad que así se va creando en la Ciencia 
es una prueba de la arbitrariedad del método. Es 
preferible acudir al análisis de los postulados mismos 
que son los cimientos del edificio científico; lo cual 
equivale a la aceptación de la ruina completa de 
ésta, utilizando los hechos innegables aportados por 
la experiencia en la nueva construcción. En último 
término, esto representa la obra de Einstein. 
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Principio restringido de relatividad 

16. Postulado de invariancia de las leyes naturales.— 
17. Postulado de invariancia de la velocidad de la luz: 
grupo de Lorentz.— 18. La contracción de Fitzgerald. 
19. La marcha de los relojes.— 20. Composición de 
velocidades.— 21 La dinámica fundada en el princi- 
pio restringido de relatividad.— 22. La noción de 
masa.— 23. Energía y masa.— 24. El principio de 
Hamilton para la Mecánica relativista.— 25. Las ecua- 
ciones de transformación de los campos eléctrico y 
magnético. 

16. Terminaba el capítulo precedente diciendo 
que la serie de dificultades y contradicciones a que 
se ve arrastrada la Ciencia clásica cuando pretende 
interpretar los resultados experimentales, obliga a 
un análisis cuidadoso de los postulados en que se 
asienta, siquiera la modificación que de este análisis 
se derive obligue a su completa reconstrucción. 
Siempre será utilizable para esta nueva obra el aco- 
pio de materiales hecho para la antigua, tanto más 
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cuanto que es exigible a las nuevas teorías el admi- 
tir las concepciones clásicas como casos límites. De 
otro modo sería imposible comprender la eficacia de 
estas últimas para la inmensa mayoría de los fenó- 
menos estudiados hasta fines del pasado siglo. 

También dije que este análisis es la obra de Eins- 
tein, quien señaló en el grupo de Qalileo los dos 
postulados que representan la noción del cuerpo rí- 
gido y la independencia absoluta del espacio y el 
tiempo. Einstein renuncia a estos postulados; pres- 
cinde de una noción concreta del espacio y el tiempo 
como elementos básicos de nuestro conocimiento del 
mundo exterior; afirma la imposibilidad de reconocer 
si nos hallamos en reposo absoluto o dotados de una 
velocidad constante en magnitud y dirección, sea 
cual fuere la naturaleza del fenómeno físico que se 
ponga a contribución para este fin. Y parte de esta 
afirmación expresa de nuestra incapacidad: del valor 
relativo de nuestro conocimiento desde este punto 
de vista, para elaborar una nueva noción del cuerpo 
sólido y del tiempo que sea compatible con tal pos- 
tulado. 

Concretamente, en presencia del problema plan- 
teado, Einstein se limitó a aceptar de un modo ex- 
plícito como hechos indudables los resultados direc- 
tos de la experiencia, de cuyo valor, en cambio, se 
mostraron tan propicios a dudar los técnicos, por lo 
demás, defensores intransigentes del método experi- 
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mental como única fuente de conocimiento. Hecho 
curioso: hombres dotados de espíritu profundamente 
filosófico, como Einstein, defendiendo con denuedo 
los fueros de la observación y la experiencia contra 
técnicos de aquellos métodos que anteponen sus ran- 
cios prejuicios a los resultados inmediatos por ellos 
obtenidos. 

Decía que Einstein se limitó a aceptar como hechos 
indudables aquellos que son observados con plenas 
garantías contra el error. Esta premisa obliga a 
afirmar, en presencia del experimento de Michelson, 
que cuando se engendra una onda luminosa en un 
punto del espacio, dicha onda será esférica, tanto 
para un observador respecto al cual el punto está 
fijo, como para otro que se traslade relativamente a 
él con movimiento uniforme y rectilíneo; y esta afir- 
mación ha de hacerse aunque nuestra mente, educada 
por la geometría de Euclides, se resiste a concebirlo. 
Si designamos a los observadores aludidos por O 
y O', y suponemos que los dos coinciden en el ins- 
tante de engendrarse la onda, de modo que en la ig- 
norancia dd movimiento absoluto ambos pueden juz- 
garse fijos en el punto de donde aquélla partió, se 
expresa analíticamente la afirmación precedente es- 
cribiendo: 

x\ + x\+4~ct= x'{ + x'¡ + x'¡ - c x f. (16,1) 

Como el experimento de Michelson no es el único 

6 
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del cual se pueda partir para reconstruir la Ciencia, 
acaso se tema que los resultados difieran cuando se 
le reemplace por otro. Pero no ha de olvidarse que 
el verdadero postulado es la identidad de las leyes 
naturales respecto de todos los sistemas cuyos 
movimientos relativos sean rectilíneos y unifor- 
mes . La identidad de forma de la onda luminosa no 
es más que un caso particular de la invariancia de 
las ecuaciones que expresan aquellas leyes. El grupo 
de transformación de (x u x 2 , x 3t t) a (x' 1 , x' 2 > x' 3> t') 
que haya de sustituir al de Galileo es necesario que 
satisfaga a este postulado con toda la generalidad 
con que viene formulado. 

17. En la ecuación (16, 1) he supuesto la posibili- 
dad de dos valores diferentes, c y c ly para la veloci- 
dad de propagación de la luz relativamente a O y O'. 
En efecto, lo único que prueba el experimento de 
Michelson es la isotropía de los espacios de O y O' 
para esta traslación, y ello no exige realmente que 
c y Ci sean idénticas. Sin embargo, ya hemos visto 
en el capítulo precedente que esta magnitud figura 
como constante en el sistema de ecuaciones funda- 
mentales para todos los fenómenos electromagnéti- 
cos, de modo que se podrían imaginar experimentos 
que condujeran a la determinación numérica de c, y 
de este modo sería posible establecer el movimiento 
absoluto. Un intento en este sentido ha sido llevado 
a la práctica recientemente por Majorana, de cuyos 
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resultados se deduce, a juicio suyo, la constancia 
de c con independencia del observador. Sin em- 
bargo, se podrían también interpretar suponiendo 
que el valor de es diferente de c, pero idén- 
tico cualquiera que sea la dirección del movimien- 
to relativo, que, después de todo, es una hipó- 
tesis necesaria en virtud del experimento de Mi- 
chelson. 

Así, parece preferible fijar con Einstein co- 
mo un segundo postulado la constancia abso- 
luta de c para todos los sistemas de refe- 
rencia . 

Por consiguiente, en vez de suponer que la única 
velocidad común a dos observadores es c= oo, como 
ya he dicho (§ 10) resulta que del grupo de Qalileo, 
se adopta la hipótesis de que existe una velocidad 
finita que cumple con esta condición, y además se 
establece que dicha velocidad es la de propagación 
de las ondas luminosas. Sin duda, lo que caracte- 
rizará al grupo de transformación que se busca 
es el valor finito de la repetida velocidad común: 
que ella sea precisamente la de propagación de 
la luz es una cuestión de orden meramente empí- 
rico. 

El grupo de transformación a que vengo aludiendo 
se puede escribir en la forma 
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(17,1) 


adoptando para eje de las x t la misma dirección de V. 


Lorentz fué el primero que llegó a establecerlo por 
un método de tanteos y aproximaciones sucesivas a 
la teoría de los fenómenos electromagnéticos que se 
producen en los cuerpos en movimiento: por esto re- 
cibe el nombre de grupo de Lorentz. Por su parte, 
Einstein encontró independientemente las mismas 
ecuaciones partiendo de los dos postulados, que jun- 
tos integran el Principio restringido de relativi- 
dad: no ofrece dificultad seguir este método deduc- 
tivo para llegar hasta el grupo (17, 1); pero es más 
fácil comprobar que la sustitución de las coordenadas 
acentuadas x \ , x' 2) t ' por los valores (17,1) en 

la ecuación (16, 1) la convierte en una identidad, cui- 
dado que dejo al lector. 

18. Con este grupo de Lorentz para el cambio 
de coordenadas desaparecen las contradicciones que 
señalé en el anterior capítulo: el cuerpo de doctrina 
de las Ciencias físicas construido con su auxilio es 
coherente. Pero, como es lógico, surgen consecuen- 
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cias que chocan con los conceptos clásicos, algunos 
de los cuales, naturalmente aquellos a cuya elimina- 
ción nos resistimos más enérgicamente, pasaron ya 
a los fondos del conocimiento; allí donde es difícil 
discernir entre las nociones que nos vienen impues- 
tas por nuestra misma organización mental, y que por 
ello no se hallarán nunca en conflicto con la realidad, 
y aquellos otros conceptos que constituyen el sedi- 
mento intelectual de la educación. Veamos algunos 
de estos casos de conflicto: 

Naturalmente, la noción de cuerpo rígido, que era 
uno de los postulados que conducen al grupo de Ga- 
lileo, desaparece aquí. Para establecer una correla- 
ción entre las formas de un mismo cuerpo apreciadas 
por un observador O' ligado a él y por otro O que 
no participe de su movimiento, bastará que O y O' 
determinen el lugar que en sus respectivos espacios 
ocupe el cuerpo en un instante fijo; esto es, la posi- 
ción simultánea de todos sus puntos. Sin duda, como 
el cuerpo no se mueve relativamente a O', la condi- 
ción de simultaneidad no tiene interés para él, pero 
para O es absolutamente indispensable. Así, pues, 
en el caso de que el movimiento relativo sea unifor- 
me y rectilíneo, la correlación de las formas se ob- 
tendrá por el grupo (17, 1), imponiendo a t un valor 
constante. 

La distancia entre dos puntos a y b situados en 
una paralela al eje x x será para O' la diferencia 
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x\W — x‘ a W = Sa x' 1 y para O x ± (*) — • x^ ó > = , 

entendiéndose que en este último caso, como he ad- 
vertido, ambos valores de x ± se refieren aí mismo 
de t. Por consiguiente, la primera ecuación del gru- 
po dará para la relación entre ambas magnitudes 

x i a) “■ x i b) = k W a) 0 K^i = i 

y los puntos ay b aparecerán a O más próximos que 
a O'. Al contrario, si los puntos ay b están sobre un 
plano normal a V, la segunda y tercera ecuacio- 
nes (17, 1) demuestran que su distancia, tiene igual 
valor para O y O'. 

Según esto, O atribuye a todos los cuerpos una 
forma aplastada en el sentido del movimiento en re- 
lación con la que O' aprecia, y esto en la proporción 
indicada por k; de modo que el aplastamiento apa- 
rente crecerá con V, y además, cuando V = c, el 
cuerpo se reduce a un plano. Dicho se está que exis- 
te una diferencia esencial entre este corolario del 
principio de relatividad y la hipótesis de la contrac- 
ción real de Lorentz, y por ello no se puede hablar 
aquí de las deformaciones paralelas a dicha contrac- 
ción que llevaron a pensar en fenómenos físicos que 
las denunciaran. El aplastamiento es una mera con- 
secuencia del método adoptado para medir las dis- 
tancias: la forma propia del cuerpo es la que aprecia 
el observador ligado a él. 

Cuando invertimos los términos suponiendo que el 
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objeto medido está ligado a O en vez de O', las de- 
terminaciones de O' exigirán el requisito de simulta- 
neidad, de modo que x'W y se han de apreciar 
en el mismo instante así la primera y cuarta de las 
ecuaciones (17,1) darán 

k[x[W - x'W] = [x[«) - X¡»] 

i = *S*i, 

de modo que para O' el cuerpo estará aplastado 
como antes para O. Circunstancia es ésta de perfec- 
to acuerdo, como no podía menos, con el principio de 
relatividad, puesto que ha de ser completamente im- 
posible denunciar cuál es el sistema que se mueve. 

19. Es fácil notar que el origen de la discordan- 
cia en la apreciación de la forma se encuentra en la 
falta de correspondencia entre los fenómenos simul- 
táneos para O y O': dos sucesos que gozan de esta 
condición para O no la tienen para O'. La razón de 
que así sea radica en que la simultaneidad, fuera de 
nuestra propia conciencia, significa sólo que los he- 
chos acaecen cuando los relojes de los lugares res- 
pectivos señalan la misma hora; de modo que todo 
queda reducido, en último análisis, a su reglaje. Pero 
como ya dije (§ 8), el método que ha de seguirse a 
este fin hace que no pueda existir concordancia en- 
tre las apreciaciones de O y O', cuando cada uno de 
ellos atribuye el movimiento al otro. Es esto lo que 
se traduce por la cuarta ecuación de (17, 1). Según 
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ella, cuando O registra las indicaciones que en un 
mismo instante suyo suministran los relojes de O', 
situados frente a los puntos de coordenadas 

x&\ encuentra valores diferentes entre sí: los 

mismos que se deducen de (17, 1). 

Consecuencia necesaria de esto es la marcha dife- 
rente de los relojes de O y O'. Supongamos, en 
efecto, que O mide con sus relojes un intervalo mar- 
cado por uno de los propios de O'. Para ello necesi- 
ta leer las indicaciones que correspondan a los ins- 
tantes t'W y ¿'(P>, que señalan el comienzo y final 
del intervalo 8P/', a cuyas indicaciones las llamare- 
mos tW y ¿(P). Puesto que fW y fih son tiempos del 
mismo reloj x '<«) = x’W y las ecuaciones primera y 

cuarta de (17, 1) dan 

k[f&) - fia)] = ¿<B) _ ¿(a) o 

de modo que la marcha de los relojes de O' es más 
lenta que la correspondiente a los de O; esto es, los 
relojes en movimiento atrasan respecto de los que 
están en reposo. Como es lógico, también aquí exis- 
te una inversión completa de las cosas si suponemos 
que es el observador O' quien aprecia en sus relojes 
un intervalo marcado por uno de los de O. 

Aun es más interesante una segunda consecuencia 
que se presenta cuando se considera el intervalo en- 
tre sucesos que se producen en puntos diferentes 
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del espacio: entonces el intervalo en cuestión no 
sólo puede cambiar de valor, sino de signo. En efec- 
to; si designamos por A y B los sucesos que corres- 
ponden a tiempos y lugares diferentes, la cuarta 
ecuación (17, 1) da 


empleando la notación abreviada para intervalos y 
distancias que ya usé antes. El primer miembro será 
positivo, nulo, negativo, según que 


> 


V 


f <~¿¿ ° aX 1> 


esto es, los sucesos A, B, se producen para O' en 
el mismo orden que para O, son simultáneos u ocu- 
rren en orden inverso, según el signo que hemos de 
adoptar en la última relación. 

Desde el punto de vista conceptual el último caso 
ofrece mayores dificultades y, por consiguiente, exi- 
ge algún comentario. Si el orden de los sucesos A y 
B puede invertirse sin más que cambiar la velocidad 
del observador respecto del sistema en que aquéllos 
se producen, parece caber la posibilidad de que se 
invierta de igual modo la relación de causa a efecto 
que puede existir entre A y B. Esto sería comple- 
tamente absurdo. Pero nótese que llamando d la dis- 
tancia que la luz puede recorrer en el intervalo § h \t , 
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o sea d — se deduce de la última relación, para 
este caso que discutimos, 

d < — o A x t . 
c 

Por consiguiente, una onda electromagnética que 
fuera engendrada en el mismo lugar y simultánea- 
mente con A no alcanzaría el punto en que B se pro- 
duce hasta después de ocurrido este suceso; de modo 
que no cabe pensar en una correlación de esta natu- 
raleza entre A y B, y el absurdo señalado se evita 
con sólo admitir que cualquier otro procedimiento 
para ejercer acciones desde un punto sobre otro po- 
see una velocidad de propagación, a lo más, igual a c. 
En efecto; es evidente que entonces A y B serían 
perfectamente independientes, y no existe razón ló- 
gica alguna que impida su inversión. 

De aquí es notorio que al carácter de velocidad 
constante para todos los sistemas, que ya vimos po- 
see c, se agrega ahora el de velocidad límite, impo- 
sible de rebasar. Esta última condición, puesto que 
se deriva de la misma forma del grupo de Lorentz, 
es una característica esencial del grupo. Que, ade- 
más, dicha velocidad c sea la de propagación de la 
luz es, como ya dije, un resultado experimental, y 
de nuestros conocimientos relativos a este extremo 
lo único que se puede concluir es que, si existe algún 
fenómeno que se propague más rápidamente que 
aquélla, esto será en proporción bastante pequeña. 
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pues de otro modo el experimento de Michelson ha- 
bría conducido a diferencias sensibles en la velocidad 
de los rayos AB y AB X (fig. 10). 

20. Es evidente que, existiendo un límite finito 
para las velocidades, no es posible aplicar a dichas 
magnitudes la regla del paralelogramo cuando se 
quieren sumar o superponer dos de ellas. Suponga- 
mos un sistema que se mueve en el espacio con el 
observador O': el vagón de ferrocarril a que he alu- 
dido anteriormente. Este observador mueve un ob- 
jeto dentro del vagón con una velocidad u'. Si que- 
remos averiguar la velocidad que tiene dicho objeto 
para otro observador O x exterior al sistema que se 
mueve, la Ciencia clásica nos ha enseñado que bas- 
tará componer, según la indicada regla del paralelo- 
gramo, las dos velocidades V y u\ cuya resultante 
será u (fig. 13). Para simplificar, consideremos el 
caso en que las direcciones de V y u! son idénticas: 
entonces 


u = V ± u\ (20, 1) 


según que los sentidos de V y u r 
sean iguales u opuestos. 

Pero la velocidad es una magnitud compleja a la 
cual se llega dividiendo una distancia por un inter- 
valo de tiempo. En la Ciencia clásica, en virtud de 
los postulados que encierra el grupo de Qalileo, las 
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distancias son idénticas, aprécielas O u O', y otro 
tanto ocurre con los tiempos. Es, por tanto, natural 
que se llegue al resultado sencillo que corresponde 
a la ecuación (20, 1). Dicho se está que las cosas se- 
rán más’complicadas cuando aquellos postulados se 
rechazan. Para hallar la relación que existe entre 
u' y u es necesario sustituir en el numerador y deno- 
minador de la ecuación que define u\ 


los valores que el grupo de Lorentz da para dichas 
magnitudes, en función de las correspondientes de 
O, y 8/ 1# Es fácil seguir la serie de transforma- 
ciones de cálculo que van a continuación: 


u = 


_ ¿(Sotí-VS 0 

* = 4-». 

8 xilit—W 


j_ V. 8xi/8 / 


u - V 


1 — 


Va 


( 20 , 2 ) 


y de su primer y último miembros deducir 


V ± a' 
u — 


1 ± 


i 

que sustituirá a la (20, 1). 


W 

c 2 


(20,3) 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 


93 


Nótese que si u! fuera igual a c, sea cual fuere V, 
u también sería c; esto traduce, como no podía ser 
menos, la constancia de la velocidad de la luz en el 
vacío para todos los sistemas. 

Si se considera la velocidad de la luz en un cuer- 
po material, bastará colocar en la ecuación anterior 
u = Ci y u’ = c\i y entonces, despreciando canti- 

V 

dades de segundo orden en — , se reconoce sin difi- 
cultad que la ecuación (20, 2) se puede escribir en 
las formas sucesivas siguientes: 


Físicamente, el caso considerado es el de la propaga- 
ción de la luz en un medio material que se mueve 
con velocidad V, para la cual ya se ha visto (§11) 
que el observador O, fijo, encuentra una velocidad 
idéntica a la (20, 4). 

21 . No insistiré más sobre otras consecuencias 
del principio de relatividad, en el orden geométrico 


Cl~ 


V + c' x \ 


i 
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y cinemático, tan contrarias a las ideas vertidas por 
la Ciencia clásica como las precedentes, pero tam- 
bién como ellas de acuerdo con la experiencia. Ven- 
gamos ya a la Dinámica para analizar los cambios 
que en ella hayan de introducirse, conservando los 
postulados de Newton,pero sustituyendo el grupo de 
Qalileo por el de Lorentz. Los cambios aludidos se- 
rán los que exija la inmutabilidad de las leyes natu- 
rales por efecto de la transformación efectuada uti- 
lizando el grupo citado; esto es, la identidad de for- 
ma para cualquier sistema de referencia. 

Al esbozar en el primer capítulo la Mecánica de 
Newton, dije ya que su ley fundamental para la di- 
námica del punto es 


transformación inmediata de la ecuación 



que traduce los dos primeros postulados, cuando se 
expresa la cantidad de movimiento por m v. Agre- 
gando a (21, 1) el tercer postulado (igualdad de la 
acción y la reacción) se puede construir la dinámica 
de los sistemas. 

Según esto (21, 1) tiene el carácter de una ley na- 
tural, de modo que su forma debiera conservarse al 
cambiar de sistema de referencia. Cuando era dado 



( 21 , 1 ) 
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suponer que el grupo de Qalileo conviene para la 
ejecución del cambio, la invariancia de (21, 1) esta- 
ba asegurada suponiendo que F y m son magnitudes 
independientes del movimiento del observador que 
estudia la ley: expresan cualidades intrínsecas del 
sistema que se considera, en las que no puede influir 
el punto de vista desde el cual se les contemple. 

Pero esto era así en atención a que el referido gru- 
po no altera el valor de en la transformación, 
at 

circunstancia que no se cumple con el grupo de Lo- 
rentz, como es notorio sin más que señalar la dife- 
rencia de forma entre las ecuaciones (20, 1) y (20, 2). 
Si, pues, la ley natural ha de ser invariante en la 
transformación, como exige el principio de relativi- 
dad, la ecuación (21, 1) se ha de sustituir por otra, 
que también se deduzca de (21 , 2), y como entre 
una y otra no existe más diferencia que la introduc- 
ción de la hipótesis 

G = mv , (21,3) 

dicho se está que debe ser eliminada. Es menester 
encontrar para Q una forma que permita la invarian- 
cia de las leyes fundamentales de la Dinámica con 
el grupo de Lorentz. Además, es indispensable que 
(21 , 3) se pueda considerar como una primera apro- 
ximación, aplicable a todos los casos estudiados por 
la Mecánica, puesto que en los dominios de esta 

é 
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ciencia no se halló nunca contradición entre la teoría 
y la experiencia. 

Imaginemos un sistema integrado por dos esferas 
elásticas, A y B, perfectamente pulimentadas, de 
igualdad absoluta en todos los respectos, en movi- 
miento y sin que entre ellas se ejerza acción alguna 
más que en el instante del choque. Tampoco existen 
fuerzas exteriores, de modo que se trata de un sis- 
tema perfectamente aislado. Como el teorema de la 
conservación de la cantidad de movimiento es una 
consecuencia directa de los postulados fundamenta- 
les, sin intervención de la forma especial de Q, se- 
guirá teniendo completa validez, de modo que 

Ga +Gb = const.; 

o también: los cambios que el choque entre las es- 
feras produzca en estas magnitudes serán numéri- 
camente iguales: 

5Q a =SG b . (21,4) 

Supongamos ahora que la esfera A forma parte 
del sistema de referencia que he venido llamando O, 
y la B del que he designado con O'. Por ejemplo: A 
está situada en la estación del ferrocarril y B va 
transportada por el tren. Ateniéndonos a la Mecáni- 
ca clásica, A y B tendrán la misma masa para los 
respectivos observadores, O y O', en virtud de su 
perfecta identidad. Además, supondremos que O 
y O' comunican a A y B velocidades iguales a un 
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número dado, dirigidas normalmente a V, y que el 
experimento esté dispuesto en forma que se produz- 
ca un choque cuando la línea de los centros es tam- 
bién perpendicular a V. 

Tanto para O como para O', los cambios de la can- 
tidad de movimiento de A y B han de ser numérica- 
mente iguales, en virtud de (21, 4), y por las condi- 
ciones del experimento se puede escribir 


Señalo con subíndices las masas y velocidades de 
las dos esferas, a pesar de la igualdad de valores a 
que antes he aludido, porque dicha igualdad se esta- 
blecía entre las magnitudes en cuestión apreciadas 
por sus respectivos observadores: m A y u A por O; 
m B y u B por O'. En cambio, la ecuación anterior ha 
de establecerla uno de ellos: O u O'. 

Admitamos que sea O. Entre la velocidad u B que 
él aprecia y la u' B = u A que O' comunicó a B, existe 
la diferencia que proviene del distinto valor de un 
mismo intervalo de tiempo para ambos observado- 
res, puesto que los espacios normales a V son idén- 
ticos. Así 


2 m A u A = 2m B iiB 


(21,5) 



y en definitiva 



i 
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Llevando este valor a (21, 5) y simplificando se halla 
inmediatamente 

m b = m K k. 

Teniendo en cuenta que A pertenece al observador 
fijo, esta relación viene a ser la que liga la masa de 
la esfera en movimiento con velocidad V al valor de 
dicha magnitud cuando se halla en reposo, conside- 
ración que lleva a escribirla en la forma general 

m = m 0 k. (21 , 6) 

Las condiciones especialísimas del experimento so- 
bre que he razonado se imponen con el exclusivo 
objeto de disminuir las dificultades matemáticas, 
sustituyendo las transformaciones de cálculo por las 
particularidades físicas. El resultado es, sin embar- 
go, completamente general: si se han de conservar 
los postulados de Newton al reemplazar el grupo de 
Galileo por el de Lorentz, el coeficiente de la velo- 
cidad en G (*) deberá ser la función definida por la 


(*) Aunque la ecuación (21 , 6) se ha demostrado para 
el caso particular en que la velocidad de la esfera es la 
del sistema de referencia O' respecto de O, es eviden- 
te que se puede aplicar a cualquier movimiento. En par- 
ticular, las velocidades a que se suponen comunicadas 

a A y B han de ser pequeñas para que j sea com- 
pletamente despreciable; case contrario, habría que ha- 
cer intervenir su influencia en las masas, y el razona- 
miento no conduciría fácilmente al resultado apetecido. 
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ecuación (21,6). De otro modo, la cantidad de mo- 
vimiento, en vez de contener m 0 y V en la forma 
sencilla (21, 3), se define por 



Es notorio que cuando — disminuye (21,7) tiende a 

(21, 3), y la identificación de ambas es posible, den- 
tro de los errores de observación, para todos los ca- 
sos que fueron objeto de estudio en la Mecánica clá- 
sica. Las mayores velocidades que esta ciencia co- 

V* 

noció con precisión son tales que — es del or- 

c ¿ 

den 10- 8 (movimientos en el sistema planetario), y 
las diferencias numéricas que esto determina en los 
fenómenos observables están lejos de la precisión de 
los métodos de medida. Pero en el seno del átomo 
los electrones describen órbitas análogas a las de 
nuestros planetas con velocidades mucho mayores, 
y Sommerfeld ha demostrado con pleno rigor que 
para interpretar la estructura fina de las rayas es- 
pectrales es indispensable adoptar para Q la fórmu- 
la (21, 7). 

22 . La definición (21,7) de Q podría haberse 
adoptado por la Mecánica clásica en vez de la (21 , 3), 
puesto que esta última tiene el carácter de una mera 
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hipótesis; y entonces se habría constituido la ciencia 
en forma idéntica a la que deriva del principio de re- 
latividad. Así, tal definición y el grupo de Lorentz 
son perfectamente equivalentes frente a los fenóme- 
nos mecánicos. 

Claro está que en la Mecánica que así nace las le- 
yes tienen formas más complejas que en la de New- 
ton; apareciendo siempre estas últimas como formas 

límites de las primeras para el caso en que tienda a 

cero. Además, para todos los fenómenos conocidos 
bastó durante mucho tiempo este caso límite, y por 
ende fué perfectamente lógico no apartarse de él. 

En particular la ley fundamental (21, 1) habrá de 
ser sustituida por la 


dv , dm -* 


que aún conviene transformar. En efecto: en su pri- 

dv —* 

mer término figura el vector — = a, medida de la 

rapidez de variación de la velocidad; o sea la acele- 
ración total, magnitud que en el caso general de una 
trayectoria curvilínea se puede descomponer en dos 
vectores: uno que coincide en dirección con v y cuyo 

valor es al cual se denomina aceleración Ion - 
dt 
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gitudinal , y el otro, perpendicular a v, de rnódu- 
lo — (siendo r el radio de curvatura de la trayecto- 
ria), que se conoce con el nombre de aceleración 
normal . El primero lo representaré por ai y el se- 
gundo por at . 

Separando las dos componentes indicados de a 
y reemplazando en vez de m y sus valores de- 


ducidos de (21, 6), la ecuación precedente se puede 
escribir en la forma 


\ 


F = 



( 22 , 1 ) 


Es notorio que (22, 1) admite como límite (21, 1), su- 
puesto que sea bastante pequeña para despreciar 

su cuadrado; puesto que entonces los coeficientes 
de aty at se reducen a la masa m 0 , y por la defini- 
ción de estas magnitudes 

— ► — - — d ü 

&1 + at — a — —— . 


Fuera de este caso límite, la fuerza y la acelera- 
ción no tendrán, en general, la misma dirección, a 
diferencia de lo que ocurre en la Mecánica clásica. 
Aun, de los dos casos en que coinciden las direccio- 
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nes (l.°, movimiento rectilíneo, con lo cual at = o, 
y 2.°, movimiento circular uniforme, que correspon- 
de a ai = o), en uno de ellos la relación de la fuer- 
za a la aceleración no es la masa, ni siquiera con el 
concepto amplio que representa la ecuación (21, 6). 
No obstante, se acostumbra a designar los coefi- 
cientes de ai y at en (22, 1) con los nombres de 
masa longitudinal y masa transversal , de las 
cuales esta última es la misma a que se refiere (21 , 6). 

Las expresiones de estas dos masas, mi y mt , en 

función de se han podido confirmar experimental- 
mente. La primera mediante ciertas relaciones esta- 
blecidas por Bohr, para la pérdida de energía que 
una partícula p de las substancias radiactivas sufre 
al penetrar en la materia, y la segunda por experi- 
mentos directos bastante numerosos realizados con 
electrones negativos, dotados de un rápido movi- 
miento comprendido entre 0,2 y 0,8). La confir- 
mación experimental en este último caso es mucho 
más perfecta que en el primero, y de su valor puede 
juzgarse por la fig. 14, donde los puntos marcados 
corresponden a los experimentos de Guye y de Neu- 
mann, y la curva traduce la expresión teórica (21, 6). 

Dicho se está que esta confirmación de las funcio- 
nes que definen las masas aludidas constituyen bue- 
nos argumentos en pro del grupo de Lorentz, pues, 
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según ya dije, él impuso la nueva expresión de Q, de 
donde todo lo dicho deriva. 

Notemos aún que si (22,1) ha de conservar el ca- 
rácter de ley natural que poseía (21,6) en la Mecáni- 
ca clásica, el principio de relatividad exige que su 
forma no cambie cuando se pasa del sistema de refe- 
rencia O al O'. Esto obliga a prescindir del carácter 



de magnitud invariante que tenía en aquella ciencia 
la fuerza F. Su valor numérico cambiará con el ob- 
servador que estudia sus efectos, y esto de modo 
que las ecuaciones de transformación sean idénticas 
que las correspondientes al segundo miembro de 
(22,1), donde sólo figuran la constante m 0 y magni- 
tudes de carácter cinemático que se ha visto cómo 
se transforman al variar el sistema de referencia. 
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Seguir más adelante en este orden sería rebasar los 
límites de este libro; sólo agregaré, porque interesa 
para futuros desarrollos, que en el caso de una fuerza 
aplicada a un punto que permanece en reposo respec- 
to del sistema en movimiento O', se obtiene el grupo 


F'i = Fjl, F' 3 =¿F 2 , F' 8 =¿F s . (22,2) 
23. Otra consecuencia de la forma adoptada para 
G en la Mecánica de Newton es la expresión de la 
energía cinética, como resultado del trabajo de una 
fuerza, mediante la ecuación 

ffdí= 

Si se tiene en cuenta que m no puede ser considera- 
da como una constante, al reemplazar F por su va- 
lor (21 , 2), y en vez de G la expresión (21 , 7) se en- 
cuentra 



para llegar a cuyo resultado final se supone la inte- 
gración hecha entre v = 0 y un valor cualquiera de 
dicha magnitud. Así, en vez de la expresión clásica 

de la energía cinética ~/72 0 v 2 , se obtiene 


T = rn 0 c' 2 



c\m — m 0 ) , 
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de la cual es aquélla una primera aproximación. Tra- 
ducida al lenguaje corriente, dice que la energía ci- 
nética comunicada al cuerpo es equivalente a un in- 
cremento de su masa. 

Naturalmente, la pérdida de energía cinética irá 
también acompañada de una disminución de la masa. 
Pero siempre que existe destrucción de T, ello es 
consecuencia de un trabajo realizado contra una ac- 
ción frenante; de modo que en todos los casos que 
interesan al físico se produce un incremento equiva- 
lente de la energía potencial almacenada en el siste- 
ma origen de la acción (un resorte, por ejemplo). 
Luego si deseamos retener el principio de la conser- 
vación de la masa en el sistema completo, bastará 
admitir que entre esta magnitud y la energía poten- 
cial existe la misma relación establecida para la ci- 
nética. Ello lleva de un modo lógico a generalizar la 
ecuación (23, 1) y escribir 


sea cual fuere la naturaleza de la energía g. 

Sin duda, este modo de retener la ley de Lavoi- 
sier la reduce al principio de conservación de la 
energía, circunstancia que, lejos de ser un reproche, 
se puede alegar como una ventaja para la nueva teo 
ría. En principio se trata de un corolario de ésta 
que puede someterse a la comprobación experimen- 


\m = 



(23,2) 
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tal directa; pero la presencia de c 2 en el denomina- 
dor de (23, 2) pone estos experimentos fuera del al- 
cance de nuestros medios en la inmensa mayoría de 
los casos. Se explica así como aun en los trabajos 
cuidadosos de Landolt no se ha encontrado en defi- 
nitiva ninguna variación apreciable. Baste observar 
que una de las reacciones químicas más violentas, la 
combinación del hidrógeno y el oxígeno para formar 
el vapor de agua, va acompañada de una pérdida de 
energía por gramo igual a 3,24 X 10 3 calorías o 
1,35x1o 11 erg., a las cuales, según la ecuación (23, 2) 
corresponden 1,5 X lO -10 gr. No obstante, para ser 
completamente rigorosos en el enunciado de la ley 
de Lavoisier sería menester, no sólo asegurarse 
contra la pérdida de substancias gaseosas, como ya 
hacía el químico francés en sus experimentos clási- 
cos, sino retener toda la energía radiante que puede 
producirse. 

Los cambios de energía son más violentos en los 
procesos radiactivos. El Ur se transforma en Ra, 
pasando por un cierto número de elementos inter- 
medios, y en cada una de estas transmutaciones se 
emite una partícula a o una p y radiación y simultá- 
neamente, emisiones que suponen la pérdida de cier- 
tas cantidades de energía, en la hipótesis de que su 
origen esté en el seno del propio átomo y no venga 
del exterior; cual sucedería si se admitiese, con Pe- 
rrjn, que el proceso radiactivo se produce gracias a 
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la absorción de una radiación de frecuencia especí- 
fica. Análogamente, el Ra se convierte en Pb tam- 
bién mediante una serie de saltos análogos a los an- 
teriores. Limitándonos a los rayos a, la energía to- 
tal representada por ellos en la primera transforma- 
ción es 2, 12 X 10 -5 erg. por átomo, o sea 5,71 X 10 16 
por gramo de Ra; para la segunda, las mismas 
magnitudes tienen por valor, respectivamente, 
4,90 X 10- 5 y 13,2 X 10 lü . De unas y otras se de- 
duce que los pesos atómicos del Ra y del Ra-Pb de- 
ben sufrir una disminución de 0,0063 y 0,0147 por 
100 en virtud de esta causa, si se les compara con 
los valores obtenidos restando de las masas atómicas 
del Ur y el Ra, respectivamente, 3 y 5 átomos de 
He, o sean 12.00 y 20.00 unidades. La precisión 
de las actuales determinaciones de los pesos atómi- 
cos de los elementos precitados no basta para con- 
trastar aquellas predicciones teóricas; pero es inne- 
gable que se trata de magnitudes ya en el mismo 
dintel de nuestras posibilidades experimentales. Con- 
viene además advertir a este respecto que, si bien 
la comprobación de aquella presunción teórica sería 
argumento de peso en pro de la ecuación (23, 2), la 
demostración experimental de que la diferencia de 
los pesos atómicos es exactamente igual a la masa 
perdida por efecto de la radiación a, podría interpre- 
tarse admitiendo que el origen de la energía de los 
rayos «, p, y y se encuentra en una forma de ener- 
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gía de frecuencia muy pequeña absorbida por los 
átomos radiactivos, según ya dije que Perrin pre- 
tende. 

Dicho se está que, aun admitiendo la referida 
ecuación (23, 2) que liga los cambios de energía con 
los de masa, no se desprende como consecuencia ne- 
cesaria que toda la masa se reduzca a una mera con- 
secuencia de la energía acumulada en el volumen por 
ella ocupado. Para pasar de (23, 2) a 



que es la traducción analítica de dicha idea, es me- 
nester una nueva hipótesis que significa la anulación 
de la constante introducida al integrar (23, 2). Inne- 
gablemente la hipótesis es lógica, pues supone una 
economía de pensamiento; pero no pasa de ser una 
hipótesis. Importa además notar que no se trata de 
una concepción que se opone a aquel otro corolario 
de la ciencia moderna, según el cual la masa de los 
cuerpos es de origen electromagnético. Esto último 
sólo supone una concreción más de (23, 3), pues equi- 
vale a especificar la naturaleza de g. 

Diré aún que aquella necesidad mental que llevó a 
crear el éter como soporte material de la energía y la 
cantidad de movimiento de la radiación electromag- 
nética, halla plena satisfacción aquí sin introducir 
tal medio universal, puesto que la energía supone 
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una masa y se propaga a través del espacio vacío a 
la manera de las partículas luminosas de Newton. 

24. Al trazar el bosquejo de la Mecánica clásica 
señalé (§ 5) el gran interés que ofrece el principio de 
Hamilton, que fija el proceso según el cual un siste- 
ma pasa de un estado determinado, correspondiente 
al tiempo a otro también definido que adquiere en 
el tiempo t x mediante la condición 


donde H = T — W. En la nueva ciencia existe un 
principio equivalente, cuya única diferencia con el 
anterior estriba en que no figura en H la energía ci- 
nética propiamente dicha, sino la función 


frecuentemente llamada función recíproca de T. No- 
toriamente, en primera aproximación, T' se reduce a 


cánica clásica es un caso particular de éste, que atri- 
buye a H el valor T'—W. 

25. En este camino que vamos siguiendo corres- 
ponde ahora ocuparnos de la aplicación del principio 
de relatividad a los fenómenos electromagnéticos. 
Este principio requiere, según he repetido frecuen- 


= 0 , 


T = ^mv 2 — T = S/7z 0 c 2 



-5- 2 m 0 v 2 , y ello prueba que el principio de la Me- 
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temente, que las leyes naturales conserven su forma 
sea cual fuere el sistema de referencia; estudíelas el 
observador O' o el O. Tal afirmación no significa 
que los valores actuales de las diversas magnitudes 
medidas por O y O' sean idénticos, ni siquiera que 
ambos perciban simultáneamente los mismos fenó- 
menos. Quiere decir únicamente que la correlación 
entre ellos se produce de idéntico modo para ambos. 

Así es notorio ateniéndonos a un caso concreto. 
Imaginemos un cuerpo electrizado en reposo en 
nuestro laboratorio. Evidentemente, el campo que le 
envuelve será puramente eléctrico juzgado por nos- 
otros mismos. Pero si admitimos la presencia de un 
observador extraterrestre que percibe la existencia 
de aquel cuerpo y estudia los fenómenos que de él 
dependen, hallará, a más de un campo eléctrico, otro 
magnético. Lo que ha de conservarse idéntico para 
unos y otros son las leyes que rigen los fenómenos 
provocados por las acciones mutuas de las cargas 
eléctricas; por ejemplo, la relación de dependen- 
cia entre las fuerzas mecánicas que actúan sobre los 
cuerpos cargados y los campos eléctrico y magnéti- 
cos que de las propias cargas proceden. 

Sin duda, la única forma de asegurar la invariancia 
de las ecuaciones que definen las leyes naturales al 
cambiar de sistema de referencia, no obstante el di- 
ferente aspecto que los fenómenos ofrecerán para 
unos y otros observadores, es la existencia de un 
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grupo de transformación para los campos E y H. El 
mismo caso sencillo recordado hace un momento, nos 
permite prever la forma de las ecuaciones. 

En primer término, la carga eléctrica del cuerpo a 
que me he referido en el caso en cuestión es un in- 
variante en el cambio de sistema de referencia, 
puesto que de una parte la ley experimental de la 
conservación de las cargas hace que aquélla no alte- 
re de valor cuando O pasa del estado de reposo al de 
movimiento, y de otra para O' los fenómenos han de 
ocurrir de modo idéntico que para O en el estado de 
reposo, en virtud del principio mismo de relatividad. 
Así, 

e' = £ (25, 1) 

En segundo término, para nosotros, arrastrados 
por la tierra en su movimiento, la carga eléctrica no 
producirá más campo que el electrostático de com- 
ponentes E'u E' 2 , E' s . Para el observador extrate- 
rrestre habrá también un campo eléctrico E; pero 
además un campo magnético provocado por el movi- 
miento del E con velocidad V, según (10, 2). Supon- 
gamos ahora que O y O' estudian la acción que es- 
tos campos determinan sobre un péndulo eléctrico de 
carga e ligado al laboratorio, y situado en cualquier 
punto del plano normal a V: según (22,2), entre 
las componentes para O' y O de estas fuerzas habrá 
la relación 

F'i = F x , F' 2 = ¿F 2 , F' 3 = ¿F 3 . (25, 2) 
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H v.' * '■ 


De otra parte, y en atención a*(10, 4), 



Sustituyendo estos valores de las componentes de 
F y F' en (25, 2), se deduce inmediatamente el grupo 


Por un razonamiento análogo, sólo que aplicando 
la atención a un solenoide de nuestro laboratorio, en 
vez de un cuerpo electrizado, obtendremos un se- 
gundo grupo de transformación que da los valores de 
H\, H' 2 , H's 


Utilizando (25, 3) y (25, 4) para pasar de los cam- 
pos que O percibe a los que O' puede denunciar, o 
recíprocamente, las leyes naturales adoptan idéntica 
forma, sea cual fuere el observador que las con- 
temple, como hemos dicho tantas veces requiera 
el principio de relatividad. El razonamiento mismo 


E\ = E, 

E' a = A(E a -^H 8 ) 
c 

E' 3 = A(E 3 + | H a ) 


(25,3) 


H'i = H t 

H' a = ¿(H 2 + -E 3 ) 
c 

H's = ¿(H 3 — E a ) 


(25,4) 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 


113 


de que me he servido para llegar a ellas es una 
garantía de que así debe ocurrir; pero se obtiene la 
plena confirmación de la exactitud de la anterior 
proposición aplicando dichas ecuaciones, juntamente 
con el grupo de Lorentz, para transformar las funda- 
mentales del campo electromagnético. 

De tal grupo, escrito en la forma 

x x = k(x x ——* 4 ); 

x\ — x 2, x' 3 = jr 3 ; 

x\ — k(xi — 

por la sustitución de x A en vez de ct, se obtiene para los 
símbolos de derivación 


d 

-k d 


d . 

dxi 

dx\ 

C 

dx\ * 

d 

a 

d 

d . 

dx 2 

a*v 

dx¡ 

d*V 

d 

=¿-l_ 

- k l. 

d . 

dx t 

dx’ i 

c 

dx\' 

a 2 


_.«v« a 2 

dx¡ 


c 2 

dx'l 

a 2 

a 2 

a 2 

& 

dxl 

dx'l ’ 

A*3 

dx'\ 


& 

dx\ 


= ¿ 2 
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dx'\ c* 


8 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


114 


B. CABRERA 


El primer grupo en combinación con los (25, 3) y (25, 4), 
permite demostrar que las condiciones 


dhjj dhjk dhki 

dXk dx¡ dh¡ 


(25, 5) 


imponen la exactitud de ecuaciones de la misma forma 
entre las componentes de los campos para el sistema O'. 

Por otra parte, es consecuencia inmediata del segun- 
do grupo que el operador 


n = J* JL . J? 

dx\ dx% dx* dx* 


es por sí mismo invariante; esto es, no altera la natura- 
leza de la magnitud a que se aplique. Con ello, las 
ecuaciones 

C*--OP¿ 

tendrán igual forma en el sistema acentuado, puesto 
que los vectores de componentes C¿ y Pí se transforman 
de igual modo. 
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Las nociones de espacio y tiempo y el Universo 
de Minkowski 

26. Heterogeneidad de las nociones de espacio y tiem- 
po. El Universo de Minkowski.— 27. Su aplicación a 
la ciencia clásica. Los conceptos de Espacio y Uni- 
verso.— 28. La transformación de Galileo en el Uni- 
verso— 29. El Universo de Minkowski para el grupo 
de Lorentz.— 30. Generalización a ejes cualesquiera. 
31 . Hodócronas, reglas, planos y espacios: Universos 
de diferentes órdenes.— 32. Empleo del tiempo ima- 
ginario para conservar la geometría de Euclides en 
el Universo.— 33. Intervalo elemental: longitud y 
tiempo propios.— 34. La ley de inercia. 

26. El grupo de Lorentz, estudiado en el capítu- 
lo precedente, establece una conexión entre el espa- 
cio y el tiempo que ya hemos visto choca fundamen- 
talmente con las nociones suministradas por la cien- 
cia clásica y con nuestros hábitos mentales, segura- 
mente porque estos últimos son el resultado de una 
educación guiada por aquélla. Para juzgar con sana 
crítica el valor de dicha contradicción es indispensa- 
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ble fijar hasta dónde la independencia de las nocio- 
nes de espacio y tiempo, a primera vista tan lógica, 
puede ser el fruto del proceso histórico seguido en 
la acumulación del caudal de nuestros conocimientos. 

Parece absolutamente innegable que la conciencia 
ile sucesión de los fenómenos, que engendra la no- 
ción de tiempo, responde a algo inconfundible con la 
localización relativa de los mismos, de donde nace 
el concepto de espacio: los adverbios antes , ahora 
y después, que vienen a fijar aquella sucesión, son 
inconfundibles con los aquí y allí , que establecen la 
posición respecto al observador. Sin duda, para 
avanzar el primer paso en la construcción de una teo- 
ría de los fenómenos naturales se hace indispensable 
completar estos vagos conceptos intuitivos creando 
una métrica que permita numerar los instantes con- 
secutivos de tiempo, estableciendo la noción de du- 
raciones iguales, y fijar la posición de un punto en 
el espacio, mediante la introducción de la noción de 
distancia . La posibilidad de hacerlo es, pues, pos- 
tulado indispensable para la existencia de la Filoso- 
fía natural. 

Pero la métrica concreta que va contenida en el 
grupo de Galileo pretende poseer un carácter abso- 
luto, siendo la única aplicable al Universo entero. 
Esto es: sea cual fuere el observador que contempla 
los fenómenos, la imagen que del Universo se forme 
será idéntica. Podríamos decir que los aspectos que 
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ofrece la Naturaleza a dos observadores distintos 
son perfectamente congruentes, a la manera como lo 
son dos planos de una misma región levantados por 
dos topógrafos utilizando dos bases diferentes. Es 
innegable que esta concepción es la más sencilla que 
podemos formarnos; pero no se vislumbra ninguna 
razón lógica que la imponga. Sólo cabe la contesta- 
ción experimental de los resultados a que se llegue 
partiendo de ellas, y ya hemos visto que precisa- 
mente por este camino se adquiere la convicción de 
que sólo en una primera aproximación al conocimien- 
to de los fenómenos naturales cabe conservarla. 

Fuera de la ciencia así construida queda un cierto 
número de experimentos, que al tratar de incluirlos 
en ella conducen a contradicciones irresolubles. Son 
pocos, pero el rigor y la seguridad de sus resulta- 
dos es tal, que pesan tanto como el restante caudal de 
nuestro conocimiento experimental. 

Ha sido indispensable reconstruir todo el edificio 
del saber con el fin de que dichos resultados encuen- 
tren en él su lugar sin contradecirse mutuamente, y 
ello ha exigido renunciar a la concepción sencilla re- 
presentada por el grupo de Galileo. El de Lorentz 
que le reemplaza supone una métrica del Universo tal, 
que las duraciones y las distancias pierden su valor 
absoluto y dependen del observador a que se re- 
fieren. 

Estas ecúaciones de Lorentz, con la íntima cone- 
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xión que establecen entre el espacio y el tiempo, su- 
gieren inmediatamente la consideración de este últi- 
mo como una dimensión que se agrega a las tres ca- 
racterísticas del espacio ordinario para constituir la 
variedad cuadridimensional a que Minkowski llamó 
Universo. Pero es menester guardarse de imaginar 
que este Universo es isótropo, a la manera como lo 
son el espacio ordinario, nacido agregando una di- 
mensión más al plano, y este último, obtenido cuando 
se agrega la segunda dimensión a la recta. Por ello 
el nombre de Universo dado a la variedad en cues- 
tión, expresa la idea justa que de ella debemos for- 
marnos. 

La disposición espacial de los sucesos correspon- 
de a un solo instante en la vida de la Naturaleza: es 
una sección hecha en su perenne evolucionar, y 
quien no conociera más que esta sección se formaría 
una imagen incompleta del mundo. Para comprender 
la Naturaleza, y por ende estar capacitados para 
formular una teoría científica que la interprete, es 
indispensable seguir su evolución en el tiempo, com- 
parar disposiciones espaciales sucesivas, percibir la 
Naturaleza en una duración o lapso de tiempo. 

Esta necesidad era bien conocida de la ciencia clá- 
sica. La teoría de un sistema mecánico no se puede 
formular con el solo dato de la disposición de los 
puntos materiales que lo integran y el conocimiento 
de las acciones que entre ellos se ejercen en un ins- 
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tante determinado. Se necesitan, además, las velo- 
cidades de que se hallan animados, las cuales, como 
cambios que son de aquellas posiciones cuando el 
tiempo avanza, suponen la continuidad de la percep- 
ción en un intervalo de tiempo, por pequeño que éste 
sea. Y otro tanto puede aplicarse a cualquier otro 
sistema físico: en las ecuaciones del campo electro- 
magnético, por ejemplo, interviene el movimiento de 
las lineas de fuerza. 

Dicho se está que la percepción de la Naturaleza 
en un lapso de tiempo, que acabo de decir es indis- 
pensable para formular su teoría, exige poner a con- 
tribución la memoria para conectar las sucesivas dis- 
posiciones espaciales de los elementos que le inte- 
gran, y en su auxilio ha acudido siempre la ciencia 
mediante la construcción de diagramas geométricos, 
en los cuales el tiempo figura como una coordenada, 
juntamente con las dimensiones del espacio. De este 
modo se sustituye al aspecto constantemente cam- 
biante de la Naturaleza una representación estática, 
que es el Universo de Minkowski. Si a la ciencia 
relativista corresponde el mérito de haber compren- 
dido la trascendencia de esta noción, es a consecuen- 
cia de la mayor complejidad que en dicho Universo 
crea el grupo de Lorentz. 

27. Insistiré un poco sobre los diagramas clási- 
cos para un mejor esclarecimiento de las ideas pre- 
cedentes. Comenzaré por el movimiento de un pun- 
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to A sobre una recta: su posición instantánea se fija 
por la distancia a un origen O, que comenzaré ad- 
mitiendo está en reposo. Los estados sucesivos se 
representan por un diagrama plano cuyas coordena- 
das son el tiempo t , y las distancias x 1 a O. Todas 
las particularidades del movimiento están contenidas 
en su ecuación 

Xí =/( 0 > 

que podemos construir elevando por cada una de 
las posiciones que ocupa el punto una paralela al 
eje de los tiempos igual al valor correspondiente de t. 

Si el movimiento se produce en un plano, son ne- 
cesarias dos coordenadas para fijar la posición ins- 
tantánea,, y el diagrama tendrá tres dimensiones, 
puesto que ha de agregarse la representación del 
tiempo. La ley del movimiento se traducirá por la 
curva cuyas ecuaciones son 

*1 = A (0, = A (0. 

la cual se proyecta sobre el plano (X^g) según la 
trayectoria que el punto describe. También se puede 
decir que la indicada gráfica es el lugar geométrico 
de los extremos de las paralelas al eje de los tiem- 
pos, trazadas por cada uno de los puntos de la tra- 
yectoria, con una longitud igual al valor de t en el 
instante en que el móvil pasa por él. 

Cuando el movimiento se produce en el espacio 
no existe posibilidad de trazar el diagrama, porque 
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no disponemos de una dimensión más para el tiem- 
po; pero nada se opone a que se generalice el len- 
guaje que nace con los diagramas más sencillos an- 
teriores, y así se diga que la ley del movimiento 
está representada en un espacio de cuatro dimensio- 
nes cuya completa descripción puede hacerse para- 
fraseando lo dicho en el caso precedente. 

Es notorio que este espacio cuadridimensional no 
existe como una realidad comparable al de tres, tea- 
tro de los fenómenos que percibimos. Es más exacto 
designarle por el nombre más vago de variedad , 
utilizado en el análisis matemático, y precisamente 
por la conveniencia de evitar la posible confusión 
señalada, es acierto innegable la elección hecha por 
Minkowski del nombre Universo . Y aunque el ma- 
logrado matemático lo circunscribía a la variedad 
cuadridimensional a que vengo refiriéndome, nada 
se opone, y hasta parece de obligada lógica, exten- 
derle a los diagramas de tres y dos dimensiones que 
traducen los fenómenos de un mundo plano o rec- 
tilíneo. 

Pero no es ocioso advertir que nada de lo dicho 
precedentemente afecta a la posibilidad de que un 
ser dotado de elementos de percepción superiores a 
los nuestros pueda llegar a conocer en el espacio 
nuevas dimensiones que no soñamos. En este punto 
sólo cabe discutir la posibilidad o imposibilidad de 
su existencia, cuestión que obliga a recurrir a razo- 
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namientos que trascienden de la Filosofía Natural. 
Unicamente diré a este propósito que la aparente 
falta en la Naturaleza de seres reales cuyos órganos 
de percepción le obliguen a considerar el mundo en 
que viven como de una o dos dimensiones, puede 
considerarse motivo fundado para la presunción, ra- 
yana en la certidumbre, de que existe una perfecta 
adecuación entre los medios de conocer y la realidad 
exterior, de suerte que el espacio probablemente 
no tiene capacidad para más dimensiones de las tres 
con que se nos presenta. 

Así, una vez más, el Universo cúadridimensional 
de Minkowski no es un espacio , sino una variedad 
en que encuentra cabida simultánea, estática (dan- 
do a esta palabra una significación más amplia de la 
que le es propia), la Naturaleza en su evolución per- 
manente: la variedad que habría de usar una inteli- 
gencia omnipresenté para esquematizar el mundo de 
los fenómenos. 

28. Volviendo a los diagramas, planteemos el 
problema que consiste en averiguar qué noticia pue- 
de adquirir el observador O, que los ha trazado, res- 
pecto al conocimiento que de su mundo posee otro 
observador O' dotado de un movimiento unifor- 
me y rectilíneo. La solución se logra transportando 
las ecuaciones en que O traduce las leyes por él 
descubiertas al Universo propio de O', mediante 
el grupo de transformación que liga las diferen- 
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tes coordenadas y el tiempo del uno con las del 
otro. 

En la ciencia clásica este grupo es el de Galileo, 
según el cual la única de estas variedades espacia- 
les y de tiempo que sufre alteración al pasar de O 
a O', es la que mide las distancias paralelamente a 
la dirección del movimiento relativo de O' respecto 
de O. Y ella es tal, que los nuevos valores se dedu- 
cen de los antiguos restándoles el espacio W que ha 
recorrido O'; o sea que habrán de contarse desde 
los puntos de una recta contenida en el plano defi- 
nido por la trayectoria del movimiento de O' y el 
eje t, pasando por el origen de coordenadas y for- 
mando con t un ángulo cuya tangente trigonométri- 
ca es V. Según esto, los ejes a los cuales habría de 
referirse el diagrama 
para resolver el pro- 
blema arriba plantea- 
do, son los mismos de 
antes para x u x 2 y x 3 , 
y la recta indicada 
para el tiempo. 

Consideremos, pa- 
ra concretar en un 
ejemplo, el caso del 
movimiento de un punto A en un plano, estudia- 
do por O y O'. La figura 15 se refiere al Uni- 
verso de O, y en él ya dije cómo está construida la 
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curva ( abe ...), que representa la ley del movi- 
miento, cuya trayectoria es (a t , b u c x ...)• La del 
punto O' es la recta OV, y los nuevos ejes serían, 
según lo que hemos visto significa el grupo de Ga- 
lileo, las mismas rectas OXi y OX 2 y la Ot para los 
tiempos. Por consiguiente, el valer de t para cada 
uno de los puntos de la curva ( abe ...) continúa sien- 
do el mismo de t\ o dicho de otro modo, la escala de 
los tiempos en su nuevo eje se obtendrá transpor- 
tando la del antiguo por un haz de planos paralelos 
al (Xi X 2 ). En cambio, las escalas en OXj y OX 2 se 
alterarán, y con ellas la trayectoria en el plano, 
puesto que los puntos a u b u c u ... han de proyectar- 
se por rectas paralelas a Ot ' , de modo que vienen a 
ocupar las posiciones a\, b\, c' 1? ... Directamente se 
le puede construir efectuando para cada uno de los 
puntos a u b u c u ..., un corrimiento paralelo a OV y 
de longitud igual a la distancia^ — t¿ ,tb — tb ,t c — 
— t ¿, ...) entre las dos divisiones homólogas de los 
ejes ty t\ que corresponden al instante de paso por 
el punto en cuestión. 

Notoriamente O' no construiría su diagrama adop- 
tando los ejes oblicuos a que se ve conducido O 
cuando pretende adquirir los conocimientos de O'. 
Para pasar de este diagrama de O al de O' es sufi- 
ciente una deformación plenamente definida por el 
paso del eje t a la posición normal, conservándose 
las divisiones de su escala sobre rectas paralelas a 
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la variedad que definen las restantes coordenadas: 
en el ejemplo que venía considerando, sobre rectas 
paralelas al plano (X ls X 2 ). 

Según se ve, el plano (/V) juega un papel funda- 
mental en estos problemas que se refieren a la rela- 
ción entre los conocimientos de O y de O'; y como, 
por otra parte, la geometría nos enseña la perfecta 
equivalencia de todos los sistemas de ejes para cuan- 
to afecta a la configuración de los puntos del espa- 
cio, es perfectamente posible elegirlos de suerte que 
uno, el X 1? por ejemplo, coincida con la recta OV. 
Entonces, en un diagrama plano estarán todos los 
elementos necesarios para la resolución de aquellos 
problemas, y precisamente a esta elección responde 
el grupo de Qalileo (6, 2). 

29. El razonamiento que justifica la elección del 
plano (¿V) como plano de las tx ± es independiente 
del grupo utilizado para el paso de (x u x 2 , x 3 , t) a 
C*r'i, x r 2 , x'g, f), y por ello es posible emplearlo cuan- 
do el grupo de Qalileo se sustituye por el de Lorentz: 

x\ = k (x t — W) 

Vlc*x) k = (1 - V 2 /c 2 ) (29, 1) 


El eje t' continúa siendo aquí la recta que en el 
plano ( tx x ) forma con t el ángulo con tangente trigo- 
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nométrica V, puesto que su ecuación en el sistema 
de O es, como antes, 

x x — V/ — 0; 

pero el nuevo eje X\ no se confunde con el X ít sino 
que será la recta de ecuación 

t — V/c 2 ^r 1 = 0, 

de modo que formará con él un ángulo de tangente 
trigonométrica V/c 2 , mucho menor que el de t y t\ 
en atención al enorme valor de c 2 = 9 X 10 20 . En el 
caso de que O' no se mueva con velocidades muy 
superiores a las más grandes que conoce la Mecáni- 
ca, aun la celeste, dicho ángulo es tan pequeño que 
escapa a nuestros medios de percepción, y con ma- 
yor motivo a la capacidad representativa del dibujo. 
Tomando para V 100 k.s., o sea más de tres veces 
la velocidad de traslación de la Tierra, la tangente 
del ángulo X'jOXí valdrá aproximadamente 10~ 14 , 
de modo que para lograr una separación entre X\ 
y Xi del orden del milímetro sería menester alejarse 
del origen 100 millones de kilómetros, o sea unos 
dos tercios del radio de la órbita terrestre. Aquí es 
notoria la perfecta equivalencia de los grupos de 
Qalileo y de Lorentz, siempre que no salgamos del 
dominio de la Mecánica clásica, siquiera aquél apa- 
rezca ahora sólo como una primera aproximación a 
la realidad. 
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El haz de rectas paralelas a X x que transportaba 
la escala de t a f y y que es el único sistema de lí- 
neas que en el grupo de Qalileo se conserva inva- 
riante, puesto que sus ecuaciones son 

t = t' = K 

donde X es una constante cualquiera, se sustituirá 
ahora por las curvas de la familia 

x\ _ c ip = y* _ C 2¿' 2 = ± xa. ( 29 , 2) 

Tales curvas son hipérbolas que tienen por diáme- 
tros conjugados las parejas de ejes tales como (/X!) 
y (fX\), y cuyas asíntotas son las rectas 

x t ± ct = 0. (29, 3) 

Así el ángulo que forman estas últimas con el eje X t 

tiene por tangente — = \ • 10~ 10 , y la separación 
c o 

de un milímetro entre una de ellas y el eje re- 
quiere alejarse de O unos 30 X 10 4 kilómetros. En- 
tonces las hipérbolas que corresponden a los valores 
positivos de X 2 , se confunden prácticamente con un 
haz de paralelas a X t . 

Prácticamente estamos de nuevo en el grupo de 
Galileo; pero es de notar que el resultado de ahora 
es una consecuencia de la unidad con que medimos 
el tiempo. El segundo, que se nos antoja un interva- 
lo casi despreciable en la mayor parte de los asuntos 
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de la vida, aún más pequeño respecto del tiempo 
que lo es el centímetro relativamente a las distan- 
cias, es, sin embargo, verdaderamente gigante cuan- 
do lo confrontamos con los fenómenos naturales, sin 
que necesitemos abandonar para esta apreciación el 
punto de vista humano. Si consideramos las molécu- 
las que caben alineadas en un centímetro, su núme- 
ro resulta ser sólo de unos 100 millones. En cambio, 
en el intervalo de un segundo de tiempo caben algu- 
nos millares de billones de vibraciones correspon- 
dientes a la luz que impresiona nuestra retina, enti- 
dades estas vibraciones más cercanas a nosotros que 
las propias moléculas, puesto que la Naturaleza nos 
ha dado medios para distinguir diferencias entre las 
primeras, bastante más delicadas que las apreciables 
entre las segundas. En último término, esta despro- 
porción en los valores de las unidades es el reflejo 
de la distinta sensibilidad de nuestros medios de per- 
cibir las magnitudes espaciales y temporales. Para 
las primeras disponemos de órganos delicados: pu- 
diera decirse cuantitativos. De las segundas sólo te- 
nemos una noción confusa, en cierto modo indirecta, 
por comparación con estados de conciencia. 

La forma del grupo de Lorentz suministra una 
guía segura para restablecer la comparabilidad de 
las unidades, pues si reemplazamos el segundo por 

que significa tanto como tomar para medida de 
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En cuanto a los ejes del sistema de O', serán 


(X'J xi-?x, = 0) 

(X\) x 4 — px t = 0) 


(29, 6) 


de modo que forman ángulos iguales con sus respec- 
tivos homólogos antiguos. 

Es evidente que la primera de estas ecuaciones, 
que define el eje X' 4 en el Universo, tal como O le 
conoce, traduce la ley del movimiento de O' relativa 
a O. En cuanto a la segunda, es el lugar que para O 
corresponde a sucesos que O' considera simul- 
táneos. 

Cualquier suceso, tal y como el representado por 
el punto P de la figura, corresponde a valores de las 
variables x 1 y jr 4 , x r x y Jtr' 4 , obtenidos por proyec- 
ción paralela a los respectivos ejes en la forma clá- 
sica para la geometría analítica. Así, x ± = OA y 
x á = OB; x\ = O A' y x\ = OB'. En cuanto a los 
valores de estas últimas x\ y x\ en las escalas de O, 
esto es, según las puede percibir este observador, 
serían los segmentos OA" y OB", que determinan 
sobre los ejes x x y x¿ las rectas PA' y PB' prolon- 
gadas. 

30. Recordaré aún que el diagrama plano, que 
contiene todos los elementos indispensables para de- 
ducir el aspecto que la Naturaleza ofrece a O' del 
conocimiento que O posee, se ha construido previa 
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la elección de un sistema de ejes conveniente. Pres- 
cindir de esta condición, equivale a volver a un sis- 
tema de ejes cualquiera, operación que, según es 
sabido, se realizará mediante una rotación en el es- 
pacio; esto es, un giro alrededor del eje X 4 normal 
al mismo. Mediante este giro, las hipérbolas de la 
figura 16 engendrarán hiperboloides de revolución: 
los unos, de dos hojas, cuyas generatrices son las 
hipérbolas definidas por — X 2 ; y las otras, de una, 
correspondientes a la hipérbolas + X 2 . Dicho se está 
que tales hiperboloides son variedades de tres di- 
mensiones, cuyas ecuaciones en el Universo serán 

x\ + x\ + = (30,1) 

y las secciones que el espacio produce en los de una 
hoja, serán las esferas de garganta representadas 
por 

x\ + x\ + x\ = + X 2 . 

Naturalmente, las asíntotas generan el cono asin- 
tótico obtenido haciendo X = 0 en (30,1). 

En el caso particular de un mundo plano, los hi- 
perboloides y el cono asintótico son superficies de 
segundo grado, que he trazado en la figura 17 para 
ayudar la formación de imágenes que aclaren los 
anteriores conceptos. A las esferas de garganta co- 
rresponderán aquí circunferencias. 

Estos círculos y esferas indican que, cuando se 
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cambia de ejes en el Universo, manteniendo invaria- 
ble el X 4 , las escalas se transportan sin alteración en 
su longitud; esto es, mediante rotaciones euclidianas. 
Físicamente, ello quiere decir que una figura geo- 
métrica cualquiera puede cambiar de posición sin 
que se altere ninguna de sus dimensiones, a la ma- 
nera que un sistema rígido. 


/ 



i 

i 


Fig. 17 

Pero si pasamos de O a O', el eje X 4 ha de re- 
emplazarse por X' 4 , y el espacio de los X'i, X' 2> X' 8 
no cortará ya al hiperboloide de una hoja según una 
esfera, sino según un elipsoide, o según una elipse, 
caso de concretarnos al mundo plano de la figura 17; 
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de modo que los cambios de posición de las figuras 
geométricas no tendrán lugar en el espacio de O' 
como sistemas rígidos. 

Sin duda, esta falta de rigidez sólo la aprecia O, 
pues el diagrama que O' mismo trazaría como expre- 
sión de sus conocimientos, se deduce de los anterio- 
res mediante una deformación que lleve los ejes 
X' 4 y XV X' 2 , X' ;{ a las posiciones que ocupan ahora 
los X 4 y X lt X 2 , X 3 ; deformación que transforma 
nuevamente el elipsoide en esfera, y, en cambio, 
convierte en elipsoide la esfera de antes. 

Lo que precede muestra claramente que las cua- 
tro dimensiones del Universo no son homogéneas: 
cuando, en vez de efectuar un cambio de ejes con X 4 
fijo, se quiere que X 4 intervenga, las transformacio- 
nes de las figuras no se efectúan según las prescrip- 
ciones de la Geometría euclidiana. Así, en el caso 
de que X 2 y X 3 permanezcan fijos, y por ende se 
trate de variar los ejes X 4 y X 4 , esto se ha de hacer 
mediante una especie de rotación, en que las hipér- 
bolas equiláteras desempeñan la función que en 
aquella Geometría llenan las circunferencias. 

31. Más evidente es la heterogeneidad de los 
ejes cuando se tiene en cuenta que el cono asintóti- 
co divide a todos los elementos geométricos del Uni- 
verso en dos categorías inconfundibles. 

a) En primer término, las rectas cuyas paralelas 
por el origen son interiores al cono, poseen un ca- 
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rácter absolutamente heterogéneo con las restantes. 
En efecto: las primeras son las únicas que pueden 
representar la ley de movimiento de un punto que se 
traslada uniformemente , puesto que su velocidad p 
tiene por límite la unidad, de donde la recta que tra- 
duce aquella ley ha de formar con X 4 un ángulo in- 
ferior a 45°. Por eso se las puede llamar hodócro - 
ñas rectilíneas . Por el contrario, toda recta que 
forme con X 4 un ángulo mayor de 45°, representa el 
lugar geométrico de sucesos que son simultáneos 
para un cierto observador, dotado de una velocidad 
conveniente respecto de O. 

Dije, en efecto (§ 19), que la condición indispen- 
sable para que un observador O' perciba simultánea- 
mente dos sucesos, que para O se producen en pun- 
tos a distancia y con un intervalo 3/, es que la 
velocidad relativa de O' satisfaga la ecuación, 


S.r 4 = p3* x ; 

de modo que el ángulo entre la recta que liga los 
dos sucesos y el eje X 4 ha de ser mayor de 45°. Se- 
gún lo que acabamos de decir, las rectas que cum- 
plen con esta condición pueden representar para un 



o reemplazando 3/ por 
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observador adecuado una varilla material, y de aquí 
que convenga llamarlas reglas rectilíneas . 

Ahora, sin más explicación, se comprende que de 
las cuatro rectas que pueden ser ejes de referencia 
para el diagrama que traduce el conocimiento de un 
observador cualquiera, tres han de ser de la clase de 
reglas, que formarán los ejes espaciales, y la cuarta 
de la clase de hodócronas, que constituirá el eje de 
los tiempos. 

De un modo general todas las curvas que podemos 
imaginar en el Universo se clasifican en dos grupos: 
o son tales que sus tangentes pertenecen todas ellas 
a la clase de hodócronas, o no cumplen dicha condi- 
ción. En el primer caso las llamaremos hodócronas 
curvilíneas , pues podrán traducir la ley del movi- 
miento de un punto. 

Fuera de los dos grupos de hodócronas y reglas, 
están las rectas paralelas a las generatrices del cono 
asintótico, límite común de unas y otras. Represen- 
tan la hodócrona de una onda luminosa, y el carácter 
de regla que también poseen, indica que sus diferen- 
tes puntos son simultáneos para quien se transporte 
con la velocidad c, perdiéndose de este modo para 
él toda noción de tiempo. 

b) Los planos, así como las variedades de tres 
dimensiones contenidas en el Universo, o cortan al 
cono asintótico, o son exteriores a él. En el primer 
caso, si son planos, aquel cono le interceptará según 
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dos rectas que separan las hodócronas de las reglas, 
de modo que viene a constituir el Universo corres- 
pondiente al mundo lineal identificable con cualquie- 
ra de estas reglas. Si es una variedad de tres dimen- 
siones, la intersección con el cono será la superficie 
cónica de segundo grado que separe en ella las 
hodócronas de las reglas. De modo que también en 
este caso se trata de un Universo que corresponde- 
rá a un mundo bidimensional, cual el de la figura 17; 
y así pueden llamarse estos elementos geométricos 
que cortan al cono, Universos de dos o tres di- 
mensiones. 

Cuando no existe intersección, tanto los planos 
como las variedades de tres dimensiones son lugares 
geométricos de sucesos que pueden ser simultá- 
neos para un observador conveniente, y entonces se 
identificarán con el espacio físico o con un plano en 
él contenido, siempre desde el punto de vista del 
observador en cuestión. Por ello conviene reservar 
los términos plano y espacio para este caso exclu- 
sivamente. Agregaré que las curvas íntegramente 
contenidas en un espacio pueden y deben recibir el 
nombre general de reglas curvilíneas , puesto que 
pueden ser las posiciones de uno de los instrumen- 
tos de dibujo que llevan este nombre. 

32. Adviértese por lo que precede, cuán otra 
cosa que el simple espacio físico es la variedad cons- 
tituida cuando se le agrega la variable tiempo. No 
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se trata de la mera agregación de una dimensión 
más: el Universo tiene el mismo carácter si posee 
dos o tres dimensiones, que en el caso de elevarse 
su número a cuatro. La esencia de su heterogenei- 
dad con el espacio físico, que es uno de sus elemen- 
tos, está reflejada en la imposibilidad de sostener 
los métodos que derivan de la Geometría de Eucli- 
des para cambiar de sistema de referencia, y así ave- 
riguar los aspectos que ofrece la Naturaleza a los 
diferentes observadores cuando este cambio afecta 
a la variable tiempo. Para encontrar las nuevas le- 
yes de la transformación, es necesario modificar los 
postulados de aquella Geometría en forma tal, que 
el papel que desempeñaba la circunferencia venga a 
ser ocupado por la hipérbola equilátera. Pero vuel- 
vo a repetirlo, porque es de interés capital para 
lo futuro: nada se modifica cuando el cambio de 
sistema no afecta al eje de los tiempos. Entonces 
la Geometría de Euclides conserva sus prerroga- 
tivas. 

Este método, que consiste en alterar los postula- 
dos geométricos, no es el único posible para salva- 
guardar la heterogeneidad del espacio y el tiempo. 
El propio Minkowski señaló y desarrolló de un modo 
más completo otro que tiene la ventaja de conservar 
la Geometría de Euclides para el Universo, ventaja 
no despreciable en atención a nuestros hábitos men- 
tales. Consiste en afectar del símbolo de imaginaris- 
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mo a la dimensión tiempo; esto es, efectuar el cam- 
bio de variables siguiente: 

x t = £l> x 2 ~ ^2» x 3 = £ 3 » ÍX± = £ 4 . 

Las superficies invariantes que sirven para el trans- 
porte de las escalas serán 

6 * + 3 + 3 + 5 * = **, 

que representan hiperesferas. Así, los cambios de 
ejes serán rotaciones como en el espacio euclidiano, 
siquiera algunos de los cosenos directores de los 
nuevos ejes respecto de los antiguos (todos aquellos 
relativos a ángulos formados por uno de los £4 o £' 4 
con cualquiera de los restantes) hayan de ser imagi- 
narios. 

Dicho se está que aquel «conservar la Geometiía 
de Euclides» que señalaba como ventaja de este 
modo de distinguir el espacio y el tiempo, ha de en- 
tenderse sólo para el lenguaje con que se enuncian 
las proposiciones relativas al Universo. Pero en 
cambio se pierde toda posibilidad de representación 
gráfica, puesto que la dimensión imaginaria no cabe 
en el dibujo. Por ello es el método de Minkowski 
preferible para el desarrollo profundo de la teoría de 
la relatividad; pero menos adecuado para la discu- 
sión de los fundamentos físicos y filosóficos a que 
este libro va dedicado. 

33. No son necesarios grandes cálculos para 
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comprobar que la aplicación del grupo de Lorentz, 
no sólo deja invariantes los hiperboloides (30, 1), 
sino las expresiones de la forma 

8* 2 + 8* 2 + 8* 2 — 8* 2 = ± 8 s 2 , 

donde 8 puede representar incrementos finitos o in- 
finitamente pequeños. En este último caso, que es el 
más interesante para lo futuro, se deberá reempla- 
zar 8 por el símbolo de las diferenciales d. El doble 
índice que afecta a os 2 corresponde a la doble natu- 
raleza del segmento rectilíneo, cuyas proyecciones 
sobre los ejes del Universo son 8*!, 8* 2 , 8* 3 y 8* 4 ; 
si se trata de una regla, el primer miembro es posi- 
tivo, y por conveniencias posteriores reemplazare- 
mos 8s 2 por 8X 2 ; en cambio, cuando es una hodócro- 
na, el primer miembro es negativo y cambiaremos 
os 2 por 8t 2 . Cuando sea paralelo a las generatrices 
del cono ds 2 = 0. 

La invariancia de 8s 2 contrasta con la indetermina- 
ción que poseen en el Universo las nociones: inter- 
valo de tiempo y distancia entre dos sucesos; inde- 
terminación, por otra parte perfectamente lógica, en 
atención a que carece de sentido hablar de distancia 
entre dos puntos que no existen a la vez (en el mis- 
mo instante), y también es notorio que los concep- 
tos de simultaneidad y sucesión en el tiempo no lo 
tienen claro y determinado sino cuando se refieren a 
la conciencia de un mismo observador. 
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Por esto parece lógico devolver una significación 
concreta a las nociones aludidas refiriéndolas a estos 
casos en que poseen un sentido preciso. Bastaría 
para ello llamar longitud elemental a la expresión 

i 

(dx\ + dx\ H- dx* — dxty 2 = ¿A, 

relativa a una regla, y que por ello se confunde con 
el elemento 

(dx'l + dxf\ + dx'¡)Y 

cuando se elige el sistema de referencia de modo 
que d\ esté contenido en el espacio de los ejes 
X'x, X 2» X' 8 . Análogamente, intervalo elemental 
de tiempo habría de ser el nombre dado a 

1 

(— dx\ — dx\ — dx\ + dx 2 = d t, 

que es parte de una hodócrona, de modo que en el 
sistema para el cual la tangente al elemento de cur- 
va en cuestión es paralelo al eje de los tiempos, se 
reduce a * 

dx' = ¿A. 

4 

Aquí está la razón de haber cambiado la letra 5 por 
X y t para los dos casos particulares ahora más deta- 
llados. 

Sin embargo, no es conveniente concretar de este 
modo los nombres de longitud y tiempo, porque ello 
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exigiría buscar otros para las variables fundamenta- 
les, poniéndonos en manifiesta contradicción con el 
lenguaje de la ciencia clásica, perfectamente lógico 
como una primera aproximación. Así, es preferible 
aceptar el adjetivo propio, que ya Minkowski agre- 
gó al elemento de tiempo entendido en la forma 
que he explicado. Con tal nomenclatura cfr y d~ se- 
rán intervalos elementales de longitud y tiempo 
propios ; a ds le llamaré simplemente intervalo ele- 
mental . 

Físicamente, la invariancia de ds representa la 
posibilidad de realizar medidas de espacio y tiempo 
en lugares diferentes del Universo, eligiendo la re- 
presentación material de la unidad con plena inde- 
pendencia de su localización e historia. Esta posibi- 
lidad en la ciencia clásica era evidente en atención al 
valor absoluto de las duraciones y distancias; pero 
con el principio restringido de relatividad pierden 
este carácter y pasan a ser aspectos distintos o, 
mejor, constituyentes heterogéneos de una realidad 
única: el intervalo ds. La distancia que separa los 
dos puntos en que se producen los sucesos que limi- 
tan este intervalo, asi como la diferencia de los 
tiempos en que ocurren, dependen del observador 
que los percibe, de su posición y velocidad relativa 
a ellos. 

Naturalmente, ds no depende del conjunto de va- 
lores de las Xi, a partir de los cuales se toman los 
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incrementos dx¿; o con un lenguaje más intuitivo, 
ds es rígidamente transportable por todo el Univer- 
so, tanto cuando se trata de simples cambios de 
orientación, en los cuales varían los incrementos dxi, 
pero no las xí, como si se alteran estas coordenadas. 
Un caso interesante es aquel en que el transporte se 
hace paralelamente; esto es, llevando ds a la coinci- 
dencia con segmentos de rectas de un haz de para- 
lelas. Entonces son también invariantes todos los in- 
crementos dxiy lo cual equivale a decir, empleando 
un lenguaje más físico, que las reglas graduadas que 
se utilizan para comparar aquellos segmentos son 
rígidas, en el sentido clásico. Esto autoriza a elegir 
la unidad material (metro) que haya de emplearse 
para medir las coordenadas (distancias o duracio- 
nes) en sistemas que permanecen en reposo rela- 
tivo. 

Las cosas varían cuando existe cambio de orienta- 
ción en el Universo o, dicho de otro modo, cuando 
haya de pasarse de un sistema a otro que se mueve 
uniformemente respecto a él, pues entonces las re- 
glas que materializan a la unidad no se conser- 
varán idénticas a sí mismas. Sin embargo, la in- 
variancia de ds da también en este caso valor uni- 
versal a la unidad elegida para un sistema, pues 
gracias a ella disponemos de relaciones que permi- 
ten la comparación de las reglas en sistemas dife- 
rentes. 
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34. Dicho se está que la invariancia de ds aca- 
rrea la de 


extendida a una curva determinada, puesto que se 
trata de una suma de magnitudes que gozan de aque- 
lla condición. En los dos casos particulares en que la 
curva es regla u hodócrona convendrá reemplazar ds 
por cfk y tfc, de modo que la integral anterior se con- 
vertirá en 


respectivamente, señalándose los límites de distinto 
modo en atención a que los puntos A y B, entre los 
cuales se traza la línea de integración, han de perte- 
necer ambos a la región exterior del cono asintótico 
en el primer caso, y a la interior en el segundo. 
Aquélla expresa la longitud propia de la curva dibu- 
jada entre A x y y ésta el intervalo de tiempo 
propio cuando el móvil sigue en su movimiento la 
ley que define la línea de integración. 

Los dos casos aludidos son los únicos en que (34, 1) 
tiene un sentido físico definido, y muestran en una 
forma algo diversa que el grupo de Lorentz, como 
los conceptos de tiempo y espacio no tienen el va- 
lor absoluto que les atribuía la ciencia clásica. En el 



(34, 1) 


f’úfx e paf T, (34,2) 

•'Ai J As 
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grupo mencionado, un intervalo de tiempo (Jdx á ) 
y la longitud de una línea (JVdx* + dx\ + dx\) 

tienen sentidos definidos para todo el Universo 
mientras se les considera referidos a un sistema de 
coordenadas: vistos por un observador particular, O. 
Pasando de él al O' en movimiento uniforme, aque- 
llas magnitudes cambian, conservándose idénticos 
los sucesos extremos. 

Al contrario, los valores propios se conservan in- 
variantes para cualquiera de estos cambios; pero no 
tienen sentido fuera de la cadena de sucesos a que 
se refieren, los cuales forman una serie evolutiva 
que pudiéramos llamar monogenética, por ser estados 
sucesivos de un solo objeto, en el caso del tiem- 
po propio, mientras para la longitud propia son 
simple yuxtaposición sin relación causal mutua, pues- 
to que han de ser simultáneos para algún obser- 
vador. 

La Geometría propia del Universo tiene de común 
con la euclidiana el que la extensión de la recta que 
une dos puntos (o sucesos) es la línea más corta que 
entre ellos se puede trazar, de suerte que cabe de- 
finirla analíticamente por la condición ^ 

if B ds = 0. (34,3) 

Si es de la clase de reglas, ello viene a expresar la 
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más corta distancia, o mínimo de longitud propia en- 
tre dos puntos, según era lógico, puesto que todas 
las reglas están en el espacio del Universo, cuya 
Geometría continúa siendo euclidiana. Si se trata de 
una hodócrona rectilínea, la condición 

t = 0 (34,4) 

corresponde también a un postulado de la ciencia 
clásica que a primera vista nadie habría puesto en 
relación con aquel otro de la Geometría de Eucli- 
des: me refiero al principio de inercia. En efecto: 
(34, 4) es la ecuación de la hodócrona rectilínea que 
va de A 2 a B 2 , y, como ésta, traduce el movimiento 
uniforme de un punto; afirmar que tal movimiento 
corresponde al caso en que no existen fuerzas apli- 
cadas, equivale a decir que se ha de satisfacer dicha 
ecuación (34, 4), o expresado en lenguaje vulgar: 
que el tiempo propio transcurrido cuando se pasa de 
A 2 a B 2 será máximo. Máximo en atención a que d t* 
corresponde al caso en que ds 2 es negativo. 

Y, naturalmente, también es recta la proyección 
de la hodócrona en cualquiera de los espacios posi- 
bles, que es la trayectoria del punto en el mismo. 


\ 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


CAPÍTULO V 


La gravitación en la ciencia clásica. —Postulado 
de igualdad de las masas inerte y gravitatoria 

35. Ley de Newton y movimientos de Kepler.— 36. Per- 
turbaciones de los planetas.— 37 Intentos de inter- 
pretación de las perturbaciones residuales mediante 
nuevas masas atrayentes.— 38. Alteraciones empíri 
cas de la ley de Newton. -39. Acciones a distancia y 
por contigüedad.— 40. Bosquejo histórico de las in- 
terpretaciones de la gravitación.— 41. Influencia del 
medio y de la naturaleza de los cuerpos sobre la 
atracción universal.— 42. Velocidad de la gravitación. 
43. Proporcionalidad del peso a la masa.— 44. Peso 
de la energía: desviación del rayo luminoso. 

35. Aun a trueque de abrir un paréntesis en la 
exposición que vengo haciendo de la teoría fundada 
en el principio de relatividad, he de detenerme a 
presentar el cuadro que ofrecían los fenómenos gra- 
vitatorios antes de que Einstein formulase su teoría, 
porque así conviene a la clara visión de su impor- 
tancia. 

Había conseguido Kepler establecer un poco de 
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orden en las ideas referentes al movimiento de los 
planetas, demostrando que describen órbitas elípti- 
cas, uno de cuyos focos ocupa el Sol; que el radio 
vector de cada una barre en el espacio áreas iguales 
en tiempos iguales, y que los cubos de sus semiejes 
mayores son proporcionales a los cuadrados de los 
tiempos invertidos en sus respectivas revoluciones. 
Pero se trataba de afirmaciones puramente empíri- 
cas, deducidas discutiendo las observaciones de su 
maestro Tycho-Brahe. 

Newton, utilizando la Dinámica construida sobre 
los postulados de que me ocupé en el capítulo prime- 
ro de este libro, y aceptando la existencia de una 
fuerza atractiva entre cada dos cuerpos, que se de- 
fine por la ley fundamental que lleva su nombre, 


creó la Mecánica celeste, coordinando en apretado 
haz el conjunto de los hechos dispersos que la obser- 
vación había denunciado. Así, es perfectamente jus- 
to decir que Newton dió una explicación de los 
fenómenos gravitatorios, aunque no se trate de ha- 
ber inventado un mecanismo de funcionamiento evi- 
dente capaz de reproducir los fenómenos naturales. 
Agregaré que tampoco se trata de una explicación 
que deje nuestro espíritu plenamente satisfecho, se- 
gún luego haré resaltar. 



k m^m.2, 


( 35 , 1 ) 
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En esta ley elemental (35, 1), que es el broche 
mágico que da perfecta unidad a la vida del Cosmos, 
r representa la distancia que separa los dos cuerpos 
considerados; m 1 y m 2 , coeficientes característicos 
de cada uno de ellos, que pueden llamarse sus ma- 
k 

sas gravitatorias , y — — , una constante dependien- 
te por lo menos del sistema de unidades utilizado 
para expresar las diferentes magnitudes que inter- 
vienen en (35, 1). Cuando se adopta el consagrado 
en las ciencias físicas (cm. gr. sec.), la discusión de 

k' 

todas las mediciones experimentales de lleva a 
adoptar como valor más probable 
k 

— «= 6,658 X 10-* cm.* sec.-* gr.- 1 


Si se sustituye el segundo de tiempo por la uni 



según aconseja la teoría de la relatividad, 


k ^ 6.658 X 10~* 
4* c 2 


= 7.398 X 10-* 


Si nos limitamos al caso de un solo planeta en 
presencia del Sol, es notorio que, sea cual fuere 
la magnitud y dirección de la velocidad inicial o Q 
que se suponga impresa al primero, continuará mo- 
viéndose en el plano definido por ella y el astro cen- 
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tral. Así, pues, la órbita que describe será plana, y 
conviene emplear como coordenadas un sistema po- 
lar cuyo polo está ocupado por el Sol, y el eje e* 
una recta cualquiera del plano de la órbita. 


Llamando r el radio vector y 0 el ángulo que forma 
con el eje, las ecuaciones del movimiento son 


m 


dtr 

dfi 



m x m 2 
r * ' 


La primera corresponde a la componente radial del mo 
vimiento, según la cual actúa la atracción entre ambos 
astros, y la segunda se refiere a la componente normal 
al radio. De esta última se deduce 


r 2 


¿6 

dt 


= 


cuya traducción es que el área barrida por el radio vec- 
tor en cada unidad de tiempo es constante, de modo que 
puede calcularse para un momento arbitrario. Designan- 
do los valores correspondientes del radio vector y la 
velocidad lineal con el subíndice cero, 


h' = r Q o 0 sen (v 0 r 0 ). 

Si ahora se admite que las masas de inercia, m, y 
gravitatoria, m 2 , de un mismo cuerpo, son idénticas, 
y además se elimina el tiempo, se obtiene la ecua- 
ción diferencial de la trayectoria del planeta, que 
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posee la forma 



*7 . i 


k m 1 
4í A 7 *’ 


( 35 , 2 ) 


que, integrada por los métodos clásicos, da para la 
ecuación finita de la órbita 


La forma de esta ecuación corresponde a una sec- 
ción cónica, cuya excentricidad es e, y u el ángulo 
que forma con el eje polar el radio vector del punto 
más próximo al centro de atracción, o perihelio de la 
curva. Geométricamente la curva es elipse, parábola 
o hipérbola, según que e sea menor, igual o mayor 
que la unidad, y esta circunstancia se traduce física- 
mente por el cumplimiento de las condiciones 


donde v 0 es la velocidad y r 0 el radio vector que co- 
rresponden al planeta en un determinado instante. El 


7 = Tnfr [1 +e cos ( 35 - 3) 



v o = 277~ (P arábola ) 


(hipérbola), 
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primer caso es el que se ofrece en todos los plane- 
tas. En cambio, para los cometas es posible que se 
produzca frecuentemente una de las otras dos condi- 
ciones, y si así es, sólo transitoriamente pertene- 
cen a nuestro sistema; luego, se pierden para no 
volver. 


Circunscribiéndome al caso de los planetas, las órbi- 
tas no sólo son elípticas, sino además de excentricidad 
muy pequeña, pues las dos mayores son 0,2056 y 0,0933, 
correspondientes a Mercurio y Marte. Si se designan 

por o y ó los semiejes, de modo que b = a (1 — e 1 ) 8 , 
la constante de las áreas será 



si T es la duración de una revolución en segundos de 
tiempo o expresándola en ~ 


2ra« (i - é*)* _ lfi'\ 


Además, en el caso de la elipse, la comparación de 
(35, 3) con la ecuación, en la forma que se escribe ordi- 
nariamente en la teoría de estas curvas, da 


de donde 


4 

km x 


= <* ( 1 ~e J ); 


km x _ ti 1 4x 2 a 8 

4x “ a{\ -**) ~ X* 4 
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fórmula importante que traduce la tercera ley de Kepler 
y que he de utilizar más adelante. 

Antes de abandonar este bosquejo de la teoría 
clásica del movimiento de un planeta alrededor del 
Sol, es interesante notar que el exponente 2 con que 
figura r en (35,1) es esen- 
cial para que la órbita sea 
elíptica con el Sol en un 
foco. Si se adopta para él 
cualquier otro número, n, 
la trayectoria no será ce- 
rrada, alejándose tanto 
más de la forma elíptica 
cuanto mayor la diferencia 
( n — 2). Si es pequeña, cabe interpretar la órbita 
como una elipse que gira en su propio plano: en el 
mismo sentido que el movimiento del planeta (fig. 18) 
cuando n — 2>0, y en sentido opuesto si n — 2< 0. 

36. Pero el caso que acabamos de considerar, en 
el cual se supone un solo planeta sometido a la atrac- 
ción solar, no responde a la realidad. Existen los de- 
más planetas que actúan también sobre el primero, 
V aunque estas acciones son, ciertamente, muy pe- 
queñas, distan mucho de ser despreciables. La ven- 
taja de su escasa magnitud consiste en la posibilidad 
de interpretar la verdadera trayectoria del planeta 
como una elipse cuya forma y posición en el espacio, 
en vez de permanecer invariables, se alteran, bien 
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en un sentido constante, bien con una cierta periodi- 
cidad. Estos cambios son siempre pequeños o muy 
lentos, por lo cual se les ha considerado como per- 
turbaciones del movimiento que responde a las le- 
yes de Kepler, denominándose acciones perturba - 
trices a las procedentes de los planetas aludidos, 
las cuales se agregan como fuerzas adicionales a las 
ecuaciones del movimiento para el caso sencillo ya 
considerado. 

Imaginemos que la elipse APII (fig. 19) es la ór- 
bita del planeta en el espacio cuando no existen 



acciones perturbatrices, la cual se proyecta sobre la 
bóveda celeste, según el círculo wü*. Su forma está 
completamente determinada si se conoce el semieje 
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mayor, a = CU, y la excentricidad, e = (Cre 

presenta el centro de la elipse). Su posición en el 
espacio queda definida cuando se conoce la inclina- 
ción i de su plano S,a)fía respecto del de la órbita te- 
rrestre {eclíptica) S,yí2II; la longitud del nodo ascen- 
dente Q del planeta, medida por el ángulo que forma 
el radio vector, Sy, de la Tierra en el momento del 
equinoccio de primavera con el correspondiente al 
planeta. SG, en el instante en que corta a la eclíp- 
tica, y la orientación de la elipse en su propio plano, 
que se fija mediante la longitud (ángulo ySII) del 
perihelio. Estas cinco cantidades a , e , /, & y II, lla- 
madas elementos de la órbita , serían constantes si 
las leyes de Kepler fueran rigorosamente exactas; 
pero en la realidad las acciones perturbadoras las 
convierten en funciones del tiempo, ya periódicas , 
ya seculares , o sea de sentido constante. 

La investigación de estas perturbaciones, ponien- 
do en juego los recursos todos del análisis matemá- 
tico, ha sido la obra de genios de la altura del propio 
Newton, Euler, Lagrange, Laplace, Le Verrier y 
Poincaré, durante los dos siglos largos que han se- 
guido a la publicación de la Philosophice naturalis 
principia matemática. Sin más hipótesis física que 
la ley (35,1), la Mecánica celeste clásica ha ido re- 
solviendo la inmensa mayoría de los problemas plan- 
teados por la observación; algunos de complejidad 
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tan grande, como cuantos se refieren a la teoría de 
la Luna; los otros de tan brillante éxito, como el 
descubrimiento de Neptuno, cuya existencia y prin- 
cipales características dinámicas previó Le Verrier 
para interpretar las perturbaciones inexplicadas del 
movimiento de Urano, último planeta en su tiempo 
conocido. 

Del alto valor que ha de atribuirse a la teoría de 
Newton, considerada como una primera aproxima- 
ción, se puede juzgar fijando la atención en el hecho 
bien elocuente de que entre todas las perturbaciones 
denunciadas por la observación, sólo algunas han 
resistido los esfuerzos dirigidos a lograr su explica- 
ción. Sirven de criterio para afirmar este fracaso las 
diferencias entre la observación y la teoría después 
de tomar en consideración las acciones perturbatri- 
ces de origen cierto, diferencias superiores a la in- 
certidumbre procedente de la precisión de las obser- 
vaciones. 

En este caso se encuentran: 

l.° Un exceso en la variación de la longitud del 
perihelio de Mercurio, que estimó Newcomb puede 
alcanzar por siglo a 41"2 ± 2"1 , o sea más de veinte 
veces el error probable. Recientemente Qrossmann 
ha sometido los cálculos de Newcomb a una crítica 
cuidadosa, y haciendo una más exacta valoración de 
todas las observaciones, así como la corrección de 
un error material que se deslizó en los cálculos del 
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astrónomo americano, obtiene como valor más pro- 
bable para el referido corrimiento 38". 

2. ° En el movimiento de los nodos de Venus 
existe, entre la observación y el cálculo, una dife- 
rencia de 10" 1 ± 2"9, también por siglo. 

3. ° Un cambio en la longitud del perihelio de 
Marte que excede del valor teórico en 8"0 ± 3"7, 
para la misma unidad de tiempo. 

4. ° Y la variación secular de la excentricidad de 
la órbita de Mercurio, que presenta un defecto de 
(4,26 ±2,22) 10 ~ 6 . 

Aun pueden agregarse ciertas irregularidades del 
cometa Encke y de la Luna, que ofrecen dificul- 
tad mayor para un cálculo seguro en atención a la 
complejidad de la teoría de su movimiento. 

Pero aun en los casos citados conviene, para una 
clara visión de lo que significan estas perturbacio- 
nes residuales, compararlas con el conjunto de las 
explicadas por la teoría de Newton. Así, en el caso 
de la rotación de las órbitas de Mercurio y Marte, 
cuando se compara el movimiento de estos planetas 
con las elipses invariables que predice la ley (35, 1), 
supuesto el sistema Sol-planeta alejado de todo otro 
cuerpo celeste, la longitud del perihelio cambia en 
574" por centuria para el primero, y 1600" para el 
segundo, de cuyos cambios la presencia de los pla- 
netas próximos a cada uno de ellos permite interpre- 
tar 533" y 1592"; de suerte que los respectivos ex- 


/ 
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cesos arriba señalados apenas son 0,075 y 0,005. El 
movimiento de los nodos de Venus es en totalidad 
1779" en el siglo; de suerte que la parte inexplicada 
no llega a las 0,006. 

37. Ciertamente no se resignaron los astróno- 
mos a ignorar el origen de las anomalías recordadas, 
y muy especialmente la variación de longitud del 
perihelio de Mercurio. Ya Le Verrier, sugestionado 
por el éxito resonante del descubrimiento de Neptu- 
no, sugirió la posible existencia de un planeta intra- 
mercurial que llegó a bautizar con el nombre de 
Vulcano; pero cuantos esfuerzos se hicieron en su 
persecución fueron baldíos, y ello llevó a pensar en 
una masa que ocupase mayor volumen con densidad 
pequeña, para cuya hipótesis ofrecían cierta base los 
conocidos fenómenos de la luz zodiacal y la corona 
solar. La primera es una ancha banda luminosa que 
rodea al Sol en las proximidades del plano de la 
eclíptica, y se extiende a una distancia mayor de 90° 
de aquel astro. La segunda, bien conocida por cuan- 
tos han contemplado un eclipse total, se presenta en 
forma de bandas luminosas irregulares y variables, 
cuya mayor extensión se produce en el ecuador del 
astro central, pasan por un mínimo acentuado en las 
latitudes medias para extenderse nuevamente en las 
regiones polares. Uno y otro efectos denuncian la 
presencia de materia gasiforme o ineteórica que di- 
funde por difracción o reflección irregular la luz solar. 
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Se debe a Seeliger el más serio intento realizado 
para buscar la interpretación de los efectos residua- 
les en la materia que provoca la luz zodiacal. La hi- 
pótesis con que ciertamente consigue la finalidad 
perseguida es compleja: la materia cósmica que ro- 
dea al Sol integra dos elipsoides de dimensiones 
muy diferentes, pues el uno está totalmente conteni- 
do en la órbita de Mercurio, y el otro se extiende 
más allá de nuestro planeta. Existe una cierta va- 
guedad para elegir los valores de las excentricida- 
des de estos elipsoides y la posición del segundo, 
mientras las densidades de ambos (p 1 =2,18xl0~ u , 
Pa = 3,1 X 10- 15 , siendo 1 la densidad del Sol), y 
la longitud del nodo del primero se determinan con 
vistas a la resolución del problema planteado. 

Aún agrega Seeliger una supuesta rotación de los 
ejes de referencia empleados en Astronomía (Sol- 
plano de la eclíptica-radio vector del equinoccio de 
primavera del año 1850) respecto del sistema de 
inercia, para el cual se satisfacen los postulados de 
Newton sin la intervención de fuerzas centrífugas, 
rotación que alcanza a 5"85 ± 1"22 por siglo, y 
que ya Auding había supuesto. 

Sitter ha discutido la teoría de Seeliger tratando 
de deslindar el papel que desempeña cada una de las 
hipótesis enunciadas arriba, llegando a la conclusión 
de que el elipsoide pequeño interviene sólo para ex- 
plicar la anomalía del perihelio; el mayor afecta casi 
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exclusivamente al movimiento de los nodos de Ve- 
nus, mientras la rotación de los ejes parece esencial 
para la eficacia de la teoría. Jeffreys, por otra par- 
te, ha demostrado que el brillo de la luz zodiacal es 
incompatible con la densidad supuesta por Seeliger, 
tanto si se admite que la materia difundente se halla 
integrada por un conjunto de partículas sólidas como 
si se trata de una masa gaseosa. Si se realiza el 
cálculo partiendo del referido brillo de la luz zodia- 
cal, el efecto producido por partículas aun de 10 km., 
límite rebasado el cual serían ya visibles como pe- 
queños planetas independientes, no excedería del 
orden de los errores cometidos en la fijación del co- 
rrimiento del perihelio de Mercurio; si se supone la 
masa gaseosa con la densidad que del brillo se dedu- 
ce, apenas se obtendría un efecto 3.000 veces infe- 
rior al observado. Jeffreys hace también el cálculo 
para el efecto que puede producir la materia corona- 
ria, llegando a números aún inferiores. 

Así, descartada la posibilidad de recurrir a la luz 
zodiacal y la corona para explicar por sus efectos 
gravitatorios las perturbaciones que restan después 
de tomar en consideración las influencias mutuas de 
los planetas, las hipótesis del tipo de la de Seeliger 
pierden todo su valor en atención a que, si bien es 
innegable la posibilidad de acudir a masas ocultas, 
de cuyas características podemos disponer libremen- 
te para explicar cualquier efecto mecánico, ello pue- 
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de hacerse de innumerables maneras, circunstancia 
que justifica la falta de crédito que les atribuía. 

38. No merecen mayor atención los intentos rea- 
lizados para modificar la ley de Newton, bien exclu- 
sivamente con el fin de eliminar la anomalía de Mer- 
curio alterando el exponente 2 en la cantidad conve- 
niente, que Hall ha calculado ser + 16 X 10~ 8 , bien 
guiados por las fórmulas de la Electrodinámica, en 
cuyo caso los residuos que venimos discutiendo se 
han utilizado como criterio para la selección entre 
los diferentes tipos de ley que aparecen posibles. 
Baste decir que en ambos casos se puede lograr la 
desaparición de algunos de estos residuos, pero no 
sin introducir complicaciones que compensan aque- 
lla ventaja; así, la hipótesis de Hall hace prever un 
cambio de longitud de 142" por centuria en el peri- 
geo de la Luna, que es incompatible con la observa- 
ción. 

39. No es extraño que los resonantes éxitos lo- 
grados por la teoría de Newton en la coordinación 
de los movimientos de nuestro sistema planetario, 
de la cual he dado más arriba medida exacta, acalla- 
sen frecuentemente la resistencia que el espíritu 
ofrece a la hipótesis de una acción a distancia, im- 
plícitamente contenida en la ley (35, 1). Trátase, en 
efecto, de una ley estática, en la cual no interviene 
directa ni indirectamente el tiempo, de modo que las 
fuerzas, cuya medida da, se manifiestan en todos 
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los puntos del espacio, por alejados que se hallen, se- 
gún corresponde a la distribución actual de la materia. 

La resistencia a que aludía surgió ya en el propio 
Newton, y ha renacido en el espíritu de muchos fí- 
sicos, circunstancia que demuestra no es un prejui- 
cio de educación esta incapacidad para concebir las 
acciones a distancia, y, por ende, a mi entender, al 
menos, una prueba de la irrealidad de aquellas ac- 
ciones, que hemos de esforzarnos en reemplazar por 
otras que obren por contacto o contigíledad. 

Naturalmente, estas Ultimas deben expresarse por 
una ecuación diferencial, pues el fenómeno que ocu- 
rre en un lugar determinado del espacio, en un tiem- 
po también definido, ha de ser consecuencia del es- 
tado físico de la región que inmediamente le envuel- 
ve en el instante anterior, y sólo de él puede depen- 
der directamente. Mas nada impide, a priori , que 
las referidas ecuaciones sean integrables; esto es, 
que se pueda englobar el proceso físico completo, 
que se desenvuelve en un dominio espacial y tempo- 
ral finitos, en una expresión analítica del mismo ca- 
rácter, la cual no ha de entenderse como traducción 
directa de la realidad, sino como una fórmula que 
sintetiza un largo razonamiento. Exactamente lo 
inverso se da cuando en la teoría de las acciones a 
distancia se utilizan expresiones diferenciales deri- 
vadas de sus leyes finitas como auxiliares en el ra- 
zonamiento, 

19 
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Así, la diferencia entre los dos tipos de teorías 
que estoy contraponiendo se manifiesta, no porque 
en ellas figuren ecuaciones finitas o diferenciales de 
un modo exclusivo, sino porque se atribuye sentido 
físico a las unas y a las otras. Por ejemplo: en la 
teoría de los fenómenos electromagnéticos de Pois- 
son y Weber, las leyes de Coulomb, Biot y Savart 
y de Ampére son la traducción analítica de los he- 
chos físicos fundamentales, y las ecuaciones diferen- 
ciales o de derivadas parciales que relacionan los 
campos eléctrico y magnético en un elemento de vo- 
lumen con las cargas y corrientes eléctricas allí 
existentes, o ellos mismos entre sí, quedan reduci- 
das a meros auxiliares de cálculo; mientras en las 
teorías de Maxwell y Lorentz este conjunto de ecua- 
ciones es la descripción de los fenómenos físicos 
fundamentales, y en cambio las leyes aludidas se re- 
ducen a la expresión abreviada de los resultados os- 
tensibles de procesos reales complejos que escapan 
a nuestra percepción. Así, en la teoría que nos inte- 
resa, la forma de (35, 1) indica que existe para la 
gravitación un potencial V, análogo al O del campo 
electrostático, y entre él y la densidad de masa p lt 
la ecuación de derivadas parciales de Poisson 

*V=- (39, 1) 

análoga a la (10, 3) del indicado campo. Para la teo- 
ría de Newton la ley física fundamental es la (35, 1), 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO Dñ RELATIVIDAD 163 

y esta última una expresión analítica que facilita la 
resolución de determinados problemas (por ejemplo, 
la forma de equilibrio de una masa continua); en una 
teoría de acciones gravitatorias por contigüedad 
ocupa el primer plano en el orden físico (39, 1), mien- 
tras (35, 1) será una ley integral que relaciona los 
extremos de una cadena de fenómenos de cuyos esla- 
bones prescindimos. 

Es justo notar que la ventaja incuestionable que 
poseen las teorías de acción por contigüedad, cuando 
se atiende a la satisfacción que dan a exigencias 
filosóficas de nuestro espíritu, viene en parte com- 
pensada por la imposibilidad en que nos encontramos 
de sorprender las referidas acciones elementales, 
respecto de cuya naturaleza sólo podemos inferir 
aquello que dejan traslucir los fenómenos complejos 
que percibimos. Por ello las ecuaciones fundamenta 
les para cualquier teoría de la clase aludida poseen 
un carácter esencialmente provisional, pues sólo son 
válidas en tanto sus consecuencias accesibles a la 
experimentación se verifican por ella. Y cuando el 
fracaso sobreviene, la reforma de las repetidas ecua- 
ciones se ha de hacer de modo que las nuevas se 
confundan con las precedentes en primera aproxi- 
mación. 

Clara consecuencia de lo anterior es que, si bien 
se ha de huir del error en que cayeron quienes con- 
fundieron la confirmación experimental de los coro- 
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larios de la fórmula (35, 1) con la demostración de 
que las acciones a distancia poseen realidad innega- 
ble, también ha de reconocerse criterio adecuado 
para una primera selección entre las diversas expli- 
caciones posibles de los fenómenos gravitatorios, 
fundadas en acciones por contigüedad, el que en 
ellas se obtenga la expresión (35, 1) por vía de in- 
tegración, al menos dentro de los límites que mar- 
can los errores experimentales y de observación. 
Tal es el criterio casi único de que se valieron los 
autores de los diversos intentos de explicación idea- 
dos en el pasado siglo. 

40. No encuentra cabida en este libro el análisis 
de tales intentos, que por otra parte ofrece un gran 
interés para el cabal conocimiento del proceso evo- 
lutivo del pensamiento científico. Me limitaré a un 
rápido bosquejo de su historia, caracterizada por la 
tenaz resistencia al proceso general de unificación 
de los agentes físicos, nota la más saliente de la Fi- 
losofía natural del pasado siglo. 

No es corriente que al abordar cada problema se 
abran en la Ciencia nuevas vías para el razonamien- 
to. Por el contrario, generalmente se procede por 
analogía, transportando al nuevo campo métodos que 
en otros dominios fructificaron ya. Así, no es extra- 
ño que para la teoría de la gravitación hayan servi- 
do de modelo las de otros fenómenos que tienen se- 
mejanza formal con los provocados por la atracción 
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universal; pero cuyo mecanismo elemental era cono- 
cido. En atención a estos fenómenos-modelo, las 
teorías que nos ocupan pueden clasificarse en diná- 
micas y electromagnéticas . 

Si se prescinde de la hipótesis de Le Sage y sus 
modificaciones, que buscaban explicar la atracción 
entre los cuerpos por el choque de átomos etéreos 
que cruzan el espacio en todas direcciones, con re- 
corridos libres superiores a las distancias interpla- 
netarias, y el consiguiente efecto de pantalla que 
unos cuerpos celestes desempeñan respecto de otros; 
aparte de esta teoría propiamente dinámica, todas 
las restantes agrupadas bajo el mismo apelativo se 
fundan en analogías hidrodinámicas. Unas veces se 
ha apelado a las ondas longitudinales que crean las 
esferas pulsantes de Bjerknes, cuya diferencia de 
fase es nula, o al menos inferior a un cuarto de pe- 
ríodo, y que se suponen sumergidas en un medio 
de compresibilidad nula o despreciable; esferas que 
se identifican con las últimas partículas de la mate- 
ria. Otras consideran estos elementos como lugares 
de destrucción o creación permanentes del fluido 
universal, que provocan en él corrientes de las cua- 
les nacen, como consecuencia del teorema de la con- 
servación de la cantidad de movimiento, las fuerzas 
atractivas entre los átomos. Es condición indispen- 
sable que actúen todos como sumideros o como fuen- 
tes de dicho flúido, uniformidad de conducta equiva- 
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lente a la identidad de fase impuesta en las hipóte- 
sis ondulatorias. 

Las teorías electromagnéticas, en la forma en que 
fueron iniciadas por Mossoti y Zóllner, consideran la 
gravitación como un efecto residual procedente de 
un ligero exceso de la atracción de las cargas eléc- 
tricas de signo contrario sobre la repulsión de las de 
igual signo. Partiendo de esta hipótesis se desarro- 
lla una teoría del campo gravitatorio que es la re- 
producción exacta de la del electromagnético, salvo 
diferencias en el orden de magnitud de algunos fe- 
nómenos, que en el caso de la gravitación pasan a 
un plano inabordable para los métodos experimenta- \ 
les y aun para la observación astronómica. Asi la 
electricidad, que en sus primeros pasos, cuando era 
ciencia de fenómenos estáticos, recibió el beneficio 
de las sugestiones procedentes de la Mecánica ce- 
leste, como lógico corolario de la analogía de las le- 
yes de Coulomb con las de Newton, se convirtió en 
guía de su antigua maestra; y ello no sólo en el 
modo directo que acabamos de indicar, sino también 
indirectamente, sugiriendo las teorías más modernas 
de Abraham, Nordstrón y Mié, cuyos modelos de ra- 
zonamiento se encuentran en la forma que a la 
teoría del campo electromagnético dió el principio 
restringido de relatividad, por cuya razón deben 
incluirse en el mismo grupo que las anteriores, 
siquiera no partan de hipótesis tan concretas res- 
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pecto de la naturaleza de las acciones gravitatorias. 

Decía más arriba que lo característico de una ex- 
plicación por acciones de contigüedad o contacto es 
la traducción del fenómeno físico fundamental me- 
diante ecuaciones diferenciales en que interviene 
sólo el pequeño mundo que envuelve al punto con- 
siderado. De un modo casi absoluto puede afirmar- 
se que la formulación explícita de las ecuaciones di- 
ferenciales faltó en todas las teorías dinámicas; pero 
implícitamente iban contenidas en la atribución al 
éter de las cualidades indispensables para hacerle 
intervenir en los fenómenos gravitatorios, y en la 
forma de conexión establecida entre dicho medio y 
las partículas materiales dentro de cada teoría. En 
el grupo de las electromagnéticas el mismo princi- 
pio de analogía que guió a sus respectivos autores 
obligaba a la investigación de las ecuaciones dife- 
renciales típicas. 

41 . Pero dejando este aspecto formal de la crí- 
tica de las explicaciones sugeridas para la gravita- 
ción, en el cual no podría detenerme sin rebasar los 
límites que me he impuesto, haré hincapié en sus co- 
rolarios más directamente relacionados con la expe- 
riencia y la observación. 

Si se trata de una acción por contacto debida a la 
intervención de un medio interpuesto, cual ocurre 
en todas las teorías dinámicas, es lógico presumir 
que cuantas circunstancias influyan en la naturaleza 
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y estructura de dicho medio y en la de los propios 
cuerpos que sufren la acción, se denuncien en los 
fenómenos gravitatorios, alterando el valor de /', y si 
se adopta para esta magnitud la expresión (35, 1) k 
no podrá ser una constante universal. 

También son aplicables estas presunciones a las 
teorías electromagnéticas; así las que postulan un 
efecto residual de las fuerzas eléctricas, como las 
constituidas tomando por modelo la teoría del cam- 
po electromagnético. Recuérdese que el origen de 
las ideas de Faraday y Maxwell relativas a la inter- 
pretación de todos los fenómenos de esta última cla- 
se mediante estados del éter definidos por el indica- 
do campo, es la influencia en ellos de la naturaleza 
de los cuerpos interpuestos. No es, pues, de extra- 
ñar que se haya abordado el estudio de estas in- 
fluencias de varios modos. 

En cuanto se refiere a los posibles cambios de la 
acción con la naturaleza y estructura de los cuerpos 
entre los cuales se produce, me limitaré por ahora a 
recordar que los valores de k se han determinado 
por muchos experimentadores, utilizando variadas 
substancias, dispuestas en forma que la atracción se 
orientase de maneras distintas respecto de los ejes 
cristalinos (cuando se ha tratado de esta clase de 
cuerpos), sin que parezca denunciarse ninguna dife- 
rencia sistemática en dicha constante. Más tarde 
volveré sobre estos experimentos que llevan a afir- 
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mar la Invariabilidad de k , aunque cambie la natule- 
za y estructura de los cuerpos, por ser este resulta- 
do de capital importancia en la teoría de Einstein. 

No han tenido mayor éxito los intentos dirigidos a 
denunciar una intervención del medio, que ya dije 
fué en el Electromagnetismo origen de las ideas que 
barrieron las acciones a distancia. Por esto no es de 
extrañar que en la mayoría de dichos intentos se ha- 
yan tomado como modelos experimentos clásicos en 
Electricidad. Así, operaron Austin y Thwing, Cre- 
mieu y Erissmann, buscando cambios sensibles en la 
atracción de dos cuerpos al interponer otros de na- 
turaleza variada; pero siempre los resultados fueron 
negativos, siquiera en ocasiones errores sistemáti- 
cos, al principio no reconocidos, llevaron a pensar 
en la existencia de tales cambios. 

También cabe pensar en la absorción de la ener- 
gía gravitatoria que se propaga a través del medio, 
absorción que evidentemente se reflejaría en una 
disminución de la fuerza / que el cuerpo testigo su- 
fre. Analíticamente diríamos que a la ecuación de 
Newton es menester agregarle un factor exponen- 
cial correspondiente a tal absorción convirtiéndo- 
la eo 

fxm JL üh 
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donde a es el coeficiente de absorción del medio. Ya 
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Laplace pensó en esta posibilidad, y en atención a la 
magnitud de las diferencias que la observación de- 
nuncia entre los resultados previstos por la fórmula 
de Newton y los movimientos reales del sistema Sol- 
Tierra -Luna, dedujo que a ha de ser inferior a 

~ X 10“ u . También por consideraciones teóricas 
0,0 

de este género se llegó a presumir por Neumann y 
Seeliger la presencia de estos factores exponencia- 
les en la ley de Newton. Con su auxilio puede evi- 
tarse la incompatibilidad manifiesta entre la teoría 
de la gravitación que se funda en esta ley y la idea, 
arraigada en nuestro espíritu, de un mundo exten- 
dido hasta el infinito, asunto de sugestión innegable 
sobre el cual insistiré más adelante. Pero la investi- 
gación directa de la realidad de esta absorción de la 
energía del campo gravitatorio no ha sido abordada 
hasta bien recientemente, en que Q. Majorana ha inves- 
tigado los cambios en el peso de una esfera de plomo 
de 1274 gr., según que se halle envuelta o no por 
una masa de mercurio de 104 kg. La diferencia total 
de peso, en el sentido que sería de presumir, alcan- 
za a 98 X 10— 5 mgr., cuyo error probable no lo es- 
tima Majorana en más de 16 X 10~ 5 mgr., no obs- 
tante la pequeñez de dicha magnitud. De este resul. 
tado se deduce para valor de a en el mercurio 9,15 X 
X 10~ 10 ,y suponiendo que la influencia ejercida en él 
por la naturaleza de la materia sea proporcional a su 
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densidad, ?■ se obtiene para la constante univer- 
sal x = — =6,73X 10- 12 . 

P 

Una consecuencia interesante de la absorción de la 
energía gravitatoria, que Majorana señala con algu- 
na reserva, es la transformación en calor de dicha 
energía perdida, si es que el principio de conserva- 
ción ha de mantenerse. Por simples consideraciones 
termodinámicas se deduce entonces que un aumento 
de temperatura del cuerpo en que esta absorción se 
produce debe disminuir aquella pérdida de energía; 
o dicho en otros términos, la atracción gravitatoria 
debe tener un coeficiente positivo de variación con 
la temperatura. Es de notar que en trabajos experi- 
mentales recientes, P. E. Shaw encuentra un efecto 
que, cualitativamente al menos, coincide con el pre- 
visto por dicho corolario. Dos masas de plomo de 
unos 47 kg. cada una, actúan sobre otras dos peque- 
ñas de plata, rígidamente unidas y suspendidas por 
un hilo cuya torsión compensa y mide aquella atrac- 
ción. Calentando las masas de plomo entre 15° y 
215°C. aumenta ésta en 1,20 X 10- 6 por cada grado 
centígrado. En cambio, anteriormente Poynting y 
Phillips, de una parte, y Southerns de otra, han bus- 
cado infructuosamente cambios de peso de una peque- 
ña masa cuya temperatura se hizo variar por los pri- 
meros entre — 186° y + 100°C. Según estos experi- 
mentos, el coeficiente de temperatura no podría ex- 
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ceder de 10- 8 ó 10- 10 , y realmente la hipótesis de 
absorción prevé para este caso variaciones comple- 
tamente despreciables. 

Recientemente H. N. Russell ha sometido la hipó- 
tesis de la absorción de Majorana, con el valor de- 
ducido de sus experimentos para el coeficiente a, al 
contraste de la observación, calculando los efectos 
que deben producirse por esta causa en determina- 
dos fenómenos astronómicos. Cuando se admite que 
ja absorción no afecta a la masa de inercia, como 
parece ser el pensamiento de Majorana, sino sólo a 
la ley de atracción, es menester modificar la tercera 
ley de Kepler, introduciendo un factor: por él se mo- 
difica en 1,04 por 100 el radio medio de la órbita de 
Júpiter y en 0,63 el de la del asteroide Eros. Ade- 
más, en la teoría de la Luna la acción perturbatriz del 
Sol sería triple de lo que prevé la Mecánica celeste 
clásica, y en la de las mareas se adicionarían nuevas 
acciones más de ochenta veces superiores a las más 
grandes que pueden ocurrir según la teoría de New- 
ton. Es notoria la incompatibilidad de estos resulta- 
dos con la observación, que no admite un coeficiente 
« superior a una diezmilésima del valor que le asig- 
na Majorana. Y no se gana gran cosa suponiendo que 
también la masa de inercia cambie por efecto de la 
absorción, de modo que se conserve la proporciona- 
lidad con la gravitatoria, pues se deducen entonces 
valores teóricos para las mareas, cuya discordancia 
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con la observación es casi tan notable como en el 
supuesto anterior, siendo menester reducir a por bajo 
de dos diezmilésimas del valor de Majorana para 
restablecer el acuerdo, conservando la hipótesis de 
la absorción en esta segunda forma. Todo lo que pre- 
cede induce a pensar al astrónomo americano que, de 
confirmarse los experimentos del físico italiano, han 
de interpretarse suponiendo que la masa de un cuer- 
po cambia realmente por la proximidad de otro. 

42. La influencia de la naturaleza de los cuerpos 
y del medio que los separa en la magnitud de las ac- 
ciones gravitatorias no es criterio bastante seguro 
para discernir entre los dos tipos de acciones obrando 
a distancia o por contacto. Porque, en efecto, estas 
influencias, caso de existir, podrían interpretarse 
imaginando un efecto análogo a las polarizaciones 
eléctrica y magnética, igualmente interpretables por 
aquellos dos tipos de acciones. 

Tiene mayor eficacia el estudio de la velocidad de 
propagación c v Las acciones por contigüedad re- 
quieren un tiempo, grande o pequeño, para manifes- 
tarse fuera del cuerpo que las produce, mientras las 
acciones a distancia suponen simultaneidad del agen- 
te con el efecto. En otros términos: la velocidad es 
finita en el primer supuesto, e infinitamente grande 
en el segundo. 

La pequeñez de las fuerzas gravitatorias, y más 
fundamentalmente el que sean siempre atractivas, li- 


\ 
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mita la alteración de sus valores locales a la obteni- 
ble por cambios de posición de las masas, los cuales 
son siempre lentos por imposiciones de orden técni- 
co. Y como la apreciación de los efectos así provo- 
cados escapa a la sensibilidad de la experimentación 
actual, el determinar la velocidad aludida resulta in 
abordable en nuestros laboratorios. Cerrado este ca- 
mino, sólo ha quedado expedito el estudio de los fe 
nómenos que la finitud de c 1 puede provocar en los 
movimientos del sistema planetario, donde el tama- 
ño de las masas y el valor de sus velocidades reba- 
san todas las posibilidades de la experimentación, al 
propio tiempo que la exactitud de las observaciones 
astronómicas qué sirven de fundamento a los cálcu- 
los es pocas veces alcanzado por la Física. 

Desgraciadamente, estas ventajas se hallan com- 
pensadas, y aun sobrepujadas, por los inconvenien- 
tes que proceden de la imposibilidad de disponer las 
cosas de manera que los efectos investigados resal- 
ten y vengan a ocupar el primer término en los da- 
tos de la observación. Lejos de esto, para juzgar del 
valor de las hipótesis que puedan formularse respec- 
to al modo de intervenir una posible velocidad de 
propagación en los fenómenos gravitatorios, única- 
mente se dispone de las perturbaciones residuales 
anteriormente señaladas; a más, naturalmente, de la 
condición elemental de no conducir a nuevas anoma- 
lías que rompan la concordancia ya establecida entre 
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la observación y la teoría. Y de la indeterminación 
con que el problema se presenta da idea la variedad 
de puntos de vista que han sido posibles para abor- 
darle. 

Así, Lehmann-Filhis y Hepperger limitan el papel 
desempeñado por la velocicad c r a una diferencia de 
tiempo entre el instante en que la acción nace en el 
cuerpo atrayente y aquel en que se manifiesta en el 
atraído, conservando para su valor numérico la ex- 
presión (35,1); mientras Laplace razona en forma 
análoga a como se hace en el estudio de la velocidad 
de la luz, de modo que la velocidad v 1 del movimien- 
to de este último cuerpo impone una componente 

proporcional a la relación — que actúa en dirección 

Cl 

opuesta a v. Estos métodos conducen a valores fan- 
tásticos para c u que, según los cálculos de Laplace, 
necesitaría exceder de I0 7 c; pero también se ha in- 
tentado la interpretación de los efectos residuales a 
que aludía antes, tomando como modelo para la teo- 
ría de las acciones gravitatorias entre las masas en 
movimiento las leyes de la Electrodinámica en la for- 
ma que les atribuyera Weber, en las cuales inter- 
viene la velocidad de propagación de manera esen- 
cial. Lévy ha demostrado que, de modo más o me- 
nos artificioso, se puede lograr la interpretación 
del más notable de aquellos efectos residuales (mo 
vimiento de la órbita de Mercurio) identificando las 
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dos velocidades de la Gravitación y la luz. Esta 
identidad de valores es además premisa obligada de 
las teorías que parten del principio restringido de 
relatividad, puesto que c es un límite superior de 
la velocidad, y de ser inferior a este número, sus 
efectos no habrían pasado desapercibidos en Astro- 
nomía. Dicho se está que las estimaciones hechas 
por Laplace y cuantos otros han utilizado de una u 
otra Juanera los métodos de la Ciencia clásica no son 
objeción atendible contra la precedente premisa, 
puesto que, según señaló Poincaré, la aproximación 
que ella consiente a las leyes naturales es insufi- 
ciente. 

El rápido recuerdo que precede de las ideas ver- 
tidas respecto de la velocidad de la gravitación tie- 
ne por único fin dejar en el lector la impresión de 
que nada se opone, aun en la ciencia clásica, a la 
f initud de c, librándole de este modo del peso de la 
autoridad de Laplace. 

43. Es llegado el momento de insistir sobre la 
independencia del valor de k respecto de cualquier 
cambio de la naturaleza físico-química de los cuerpos 
que intervienen en los fenómenos gravitatorios. Esta 
independencia significa que la identificación hecha 
por Newton del coeficiente característico de cada 
cuerpo en la atracción universal y la masa de inercia, 
responde exactamente a las exigencias de la reali- 
dad. Ya dije anteriormente (§ 35) que esta hipótesis 
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es fundamental para la teoría de los movimientos del 
sistema planetario, pero sólo la experiencia puede 
justificar su adopción. 

Naturalmente, basta demostrar la identidad délas 
masas gravitatoria y de inercia en un caso particu- 
lar, y por ello podemos utilizar la atracción terres- 
tre con tal fin. Imaginemos cuerpos diferentes en un 
mismo lugar; la fuerza / que éstos experimentan se 
llama pesantez. En la hipótesis de que k sea una 
constante absoluta, podemos descomponer la expre- 
sión de/e n dos factores: masa del cuerpo con- 

siderado, y 

B - A £!± 
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que permanecerá invariable en cada lugar de la Tie- 
rra. Si las condiciones físico químicas de los cuer- 
pos influyen en k , es evidente que también harán 
cambiar#, y por tanto será diferente el peso del 
mismo sistema antes y después de que en él se pro- 
duzcan cambios de estado. Por este procedimiento 
Kreichgauer demostró que los valores de# son idén- 
ticos para el acetato sódico amorfo y cristalizado 
(con un error inferior al 0,5 X 10~ 7 ), y para las mez- 
clas de mercurio y bromo o de mercurio y iodo com- 
paradas con las sales resultantes de su combinación 
(con un error inferior a 2 X 10~ 6 ). 
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Además, si se recuerda que el período de oscila 
ción de un péndulo es 



se comprenderá que con su auxilio se pueda también 
investigar la influencia que en la gravitación puedan 
ejercer las circunstancias a que vengo refiriéndo- 
me. Fué este el método elegido por Newton para la 
comprobación experimental de la hipótesi* aludida, 
requisito indispensable para la identificación de la 
causa que determinó la caída de la manzana legen- 
daria con las que rigen el movimiento de la Luna 
y los planetas, según ha hecho notar Burton. Para 
ello determinó los valores de t correspondientes a 
péndulos constituidos por materiales de diferente 
naturaleza, y resultado de tales experimentos fué la 
demostración de la constancia de t mientras / no 
cambia, ley enunciada en todos los libros elementa- 
les de Física, aunque olvidando su verdadera tras- 
cendencia. Ciertamente es pequeña la seguridad de 
dicha ley, pues diferencias de 1 X 10~ 3 pudieron es- 
capar en los trabajos de Newton, y los posteriores 
de Bessel no lograron reducir este límite más allá 
de 0,17X 10- 4 ; pero otros métodos conducen indi- 
rectamente a ella con una certidumbre que se puede 
hoy evaluar en 2 X 10~ 8 . 

En el próximo capítulo tendremos ocasión de ver 
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que la rotación de la Tierra obliga a introducir en las 
ecuaciones de la Mecánica, relativas a cuerpos que 
se encuentran en reposo en nuestros laboratorios y 
se refieren a ejes coordenados fijos en ellos, fuerzas 
ficticias que se denominan centrífugas y son norma- 
les al eje de nuestro planeta, de modo que for- 
man con la atracción terrestre m^g un ángulo igual 

a — X (X es la latitud del lugar), y se combinan 

con ella produciendo un ligero desvío de su direc- 
ción. Esta fuerza fic- 
ticia, cuyo valor es 
/= — /n 2 ü> 2 r, y por 
tanto se encuentra 
libre de las influen- 
cias a que g puede 
estar sometida, per- 
mite en ciertas con- 
diciones la aplica- 
ción de un método 
diferencial que de- 
nunciaría dichas in- 
fluencias con una 
sensibilidadsuperior 
a la obtenible por la 
medida de k o de t. 

Sean A y B (fig. 20) dos cuerpos de naturaleza 
diferente que poseen idéntico peso; esto es, que se 
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equilibran colocados en los platillos de una balanza 
ordinaria. Estos dos cuerpos se fijan en los extremos 
de una varilla rígida, suspendida por un hilo ab, cuya 
prolongación pasa por su centro de gravedad. Sobre 
A y B actúan: l.°, las atracciones correspondientes 
F A y F b ; y 2.°, las fuerzas centrífugas f A y f B . Unas 
y otras, por la misma naturaleza de las cosas, serán 
paralelas, pero no necesitan ser iguales. En cambio, 
serán de igual magnitud y distinta dirección los pe- 
sos P A y P B resultantes de aquéllas; el hilo ab defi- 
ne la bisectriz del ángulo que forman entre sí. En la 
figura se ve con claridad que sobre el sistema AaB 
actuará el par p K p B , que habrá de equilibrar la tor- 
ción del hilo. Si se hace girar el soporte del sistema 
completo hasta que los cuerpos A y B se permuten, 
es notorio que el sentido del par p K p B se invertirá 
respecto de la posición anterior, pero sin cambiar de 
magnitud, y la torción del hilo que lo equilibra será ©. 
Por consiguiente, el ángulo que ha de girar el so- 
porte para lograr la permutación, diferirá de 180° 
en 2<p. Se comprende por la sola inspección de la 
figura, que la anulación de cp implica la igualdad se- 
parada de las fy de las F, de donde inmediatamen- 
te se deduce que g es independiente de la naturale- 
za de los cuerpos A y B. 

Este es el resultado a que han conducido los ex- 
perimentos de Eótvós y los más recientes de Zee- 
man, practicados, según este método, utilizando 
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cuerpos de naturaleza variada, unos amorfos y otros 
cristalizados, a pesar de que la sensibilidad de las 
disposiciones puestas en práctica hubiesen permiti- 
do denunciar cambios en g de algunas unidades del 
sexto o séptimo orden decimal. 

Sin duda, rechazar más allá de este límite una po- 
sible influencia de la naturaleza de los cuerpos en su 
acción gravitatoria no es eliminar de un modo abso- 
luto dicha posibilidad; pero la persistencia de los re- 
sultados negativos en cuantos intentos se han hecho 
para denunciarla, justifica que se desespere de lo- 
grarlo y se admita como fundamento de toda cons- 
trucción teórica llamada a interpretar esta clase de 
fenómenos la proporcionalidad del peso y la masa . 
Tal postulado lo formuló Einstein. De la justicia con 
que se le haya podido extrapolar de los precedentes 
resultados experimentales, ha de juzgarse aplicando 
jos mismos criterios que para los restantes princi- 
pios de la ciencia, como los de la Dinámica de New- 
ton, el de la conservación de la energía, el de la en- 
tropía, etc. A saber: por la contrastacióh experi- 
mental de los corolarios que de la teoría se despren- 
dan, y también, aunque en modo secundario, por el 
valor estético de su construcción lógica. 

44. Una consecuencia importante se deduce 
cuando se pone este postulado en relación con uno 
de los corolarios más transcendentales del principio 
restringido de relatividad; a saber: la ecuación 
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m = — que define la inercia de la energía. Como 
c 2 

el postulado de Einstein no distingue, es notorio que 
también la energía debe pesar. 

Sutherns buscó la necesaria confirmación experi- 
mental de esta conclusión determinando el período 
de un péndulo cuya masa pesante está constituida, 
una vez, por óxido de uranio; y otra, por un peso 
igual de óxido de plomo. Estos cuerpos son los pro- 
ductos inicial y final de una serie de transformacio- 
nes radiactivas durante las cuales existe una pérdida 
de energía equivalente a una disminución de masa 
de 2,3 X 10- 4 gr. por ciento de los elementos pu- 
ros, o sea para el óxido 2,0 X 10 ~ 4 ; de suerte que 
para los pesos iguales con que operó Sutherns la 
masa del primero debe exceder a la del segundo en 
2,0 X 10~ 4 por graijio, diferencia que se habría de 
acusar por un mayor valor del período del péndulo. 
Sin embargo, éste fué el mismo en ambos casos, a pe- 
sar de que la sensibilidad era suficiente para apreciar 
una diferencia en la masa de 5 x 10 ~ 6 , o sea una 
cantidad cuarenta veces más pequeña de lo previsto. 

Comprobada experimentalmente la pesantez de la 
energía, se deduce una consecuencia de interés ca- 
pital. Un rayo luminoso contiene en un cierto volu- 
men la energía g, de modo que le corresponderá un 
& 

peso — ; pero si pesa, al propagarse en una región 
c a 
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donde exista un campo gravitatorio, deberá caer. 
Esta caída supone, en general, un cambio de direc- 
ción análogo al que experimentaría propagándose en 
un medio de índice de refracción variable, por lo 
cual es necesario concluir que dicho campo determi- 
na un cambio en la velocidad c, en contradicción 
aparente con el principio restringido de relatividad. 

Esta contradicción fué señalada por Abraham 
como objeción contra las ideas de Einstein; pero ha 
de notarse que el principio restringido se ha formu- 
lado para interpretar los fenómenos electromagnéti- 
cos, en cuyas leyes fundamentales la gravedad no 
figura. Sin duda, esta circunstancia solo representa 
que el influjo que. dicho agente pueda ejercer se 
halla, en general, más allá del alcance de nuestros 
métodos experimentales. Por consiguiente, aquellas 
leyes que traducimos por el sistema de ecuaciones 
cuya invariancia exige que c sea constante, tienen 
el carácter de leyes límites, rigorosamente válidas 
donde la gravedad es nula. 

Luego, haciendo caso omiso de la anterior obje- 
ción, sólo recordada para salir al paso de posibles 
errores de interpretación del lector, sigamos un poco 
más de cerca la marcha de un rayo luminoso en un 
campo gravitatorio. A este fin cabe que le conside- 
remos a la manera de una serie de pequeñas par- 
tículas pesantes ensartadas en el rayo luminoso, que 
representa la trayectoria común cuando se prescin- 
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de de sus acciones mutuas. Para que el efecto del 
campo sobre estas partículas sea lo más grande po- 
sible, consideremos el caso en que el rayo luminoso 
pase cerca de un centro de atracción muy grande, 
cual el Sol. El valor enorme de la velocidad inicial 

de estas partículas 
hace que la trayec- 
toria sea hiperbólica 
y, además, de gran 
excentricidad. 

Sea E una estrella 
que se proyecta en 
la bóveda celeste en 
las proximidades del 
Sol. Uno de sus ra- 
yos, EPA, para lle- 
gar al anteojo, des- 
cribirá la rama de 
hipérbola que la fi- 
gura 21 representa, 
y el observador re- 
fiere su posición al 
punto E' en que el 
eje del anteojo prolongado corta a la esfera celeste. 
Esta recta OA y la OE son las asíntotas de la hi- 
pérbola, y el efecto de la atracción solar en la luz se 
manifiesta por la desviación de la imagen de la es- 
trella alejándose de su posición verdadera. Para 



/ 
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calcular notemos que el ángulo de las asíntotas con 
el eje OS se obtiene haciendo en (35, 1) ~ = 0, de 
donde se deduce 

COS [0 — ü)l = 

e 

En atención a que <¡> es el complemento de 6 — <*>, 

ya que el signo del segundo miembro no tiene aquí 
interés, podemos escribir 

1,1 a 
Sen 2 * “ e ~ OS ’ 

donde a es el semieje real de la hipérbola. Si se tie- 
ne en cuenta la pequeñez del ángulo <1>, se puede en 
el primer miembro reemplazar el seno por el ángu- 
lo, y en el segundo es fácil demostrar que 

a k'm 
“OS * 4^c2R’ 

puesto que con el mismo grado de aproximación 
R PS y OS = 6. En definitiva se obtiene 

, 2 km 

♦“W 

Así la desviación de la estrella por el Sol varía en 
razón inversa de R, de suerte que el máximo se pro- 
ducirá cuando R sea mínimo; esto es, cuando el rayo 
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de luz sea rasante al borde del disco solar. Hechos 
los cálculos adoptando los valores k = 7,40 X 10-* 9 , 
m = 1,97 X 10” M gr. y R = 6,97 X 10- 10 cm. se 
obtiene para en radiantes 4,19 X 10~ 6 y en segun- 
dos de arco 0"863. 

Resumiendo el contenido de este capítulo, pode- 
mos decir que la teoría de Newton dala explicación 
de la inmensa mayoría de las particularidades que se 
ofrecen en los movimientos del sistema planetario 
denunciables por la observación, sin que escapen a 
ella más que los efectos residuales señalados arri- 
ba (§ 36). Para salvar esta dificultad, y más princi- 
palmente con el fin de eliminar las acciones a dis- 
tancia, se han realizado diferentes tentativas de mo- 
dificación de la ley de Newton que responden a 
ideas teóricas mejor o peor definidas, y en las cua- 
les intervienen coeficientes indeterminados cuyos 
valores se fijan con vistas a la desaparición de aque- 
llos efectos residuales, o al menos el de mayor im- 
portancia de ellos. Sin duda, esto es siempre posi- 
ble; pero no sin introducir nuevas discordancias en- 
tre la teoría y la observación, que compensan las 
ventajas logradas. 

Al aplicar a este género de problemas el princi- 
pio restringido de relatividad, acabamos de ver que 
se prevé la existencia de un fenómeno nuevo: la 
desviación del rayo luminoso. Debemos agregar que 
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la expresión de la cantidad de movimiento que dicho 
principio consagra, 

m 0 v 

(i-p*) T 

determina un cambio de la longitud del perihelio en 
las órbitas de los planetas cuyo sentido coincide con 
el que la observación señala para Mercurio, pero que 
sólo alcanza a 7", en vez de los 43" que aún que- 
dan como residuo inexplicable por la teoría de 
Newton (1). 


(1) En una Memoria postuma de Eótvós publicada 
por sus colaboradores cuando este libro está ya en 
prensa, se ha llevado el límite de un error posible en la 
proporcionalidad de la masa pesante a la masa de iner- 
cia hasta 5 X 10- 9 . 
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Teoría de la gravitación de Einstein 

45. El principio filosófico de relatividad y la determi- 
nación absoluta de la aceleración.— 46- Campo de 
fuerzas equivalente a una aceleración constante en 
el movimiento rectilíneo. -47. Fuerza centrífuga.— 
48. Principio general de relatividad.— 49. Postulado 
de equivalencia.— 50. Expresión general del interva 
lo ds.— 51. Potenciales gravitatorios. -52. Curvatura 
de la hodócrona y la trayectoria de un punto mate- 
rial libre.— 53. Geometría sobre un mundo superficial 
curvo.— 54. Sistemas de coordenadas para una misma 
variedad: curvatura de la variedad.— 55. Cambios de 
dimensiones de las reglas en un campo gravitatorio. 
56. Movimiento de un punto material libre: reducción 
a la ley de la Mecánica clásica en primera aproxima- 
ción.— 57. Marcha de los relojes y corrimiento de las 
rayas espectrales.— 58. Ecuaciones del campo gravi- 
tatorio fuera de la materia.— 59. Caso de un punto 
atrayente único.— 60. Consecuencias relativas a la 
curvatura que determina en el espacio.— 61 . Cambio 
de longitud del perihelio de las órbitas. - 62. Desvia- 
ción del rayo luminoso.— 63. Crítica de los resultados 
obtenidos en el eclipse de 1919. 
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45. No bien enunciado el principio restringido 
de relatividad, y, sobre todo, una vez asegurada su 
victoria por una brillante serie de consecuencias 
confirmadas en el terreno experimenta!, no podía 
menos de ofrecerse ante la consideración de las in- 
teligencias sensibles a las preocupaciones de orden 
filosófico, y entre ellas de modo muy preeminente al 
propio Einstein, el marcado contraste entre el al- 
cance limitado de dicho principio, que sólo declara 
la imposibilidad de reconocer por experimentos in- 
ternos el movimiento de conjunto de un sistema, 
cuando es uniforme y rectilíneo, y la generalidad 
con que se impone a nuestra inteligencia la incapaci- 
dad de conocer cualquier movimiento absoluto, sea 
o no uniforme. 

Imaginemos nuestro planeta completamente solo 
en el espacio. Hablar de sus movimientos de conjun- 
to carecería de sentido, puesto que no existirían 
puntos de referencia. Sin embargo, la ciencia clásica 
y la nacida del principio de relatividad dan los ele- 
mentos indispensables para reconocer cualquier ace- 
leración de la Tierra: lo mismo las que proceden de 
su rotación, denunciadas por los experimentos bien 
conocidos que se realizan con el giróstato y el pén- 
dulo de Foucault, que cualesquiera otra que se re- 
fiera a su traslación en el espacio. 

Concretándome a la Mecánica de Newton, para 
evitar complicaciones superfluas por el momento, 
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esta posibilidad de medir el valor absoluto de la 
aceleración es una consecuencia de los términos de 
inercia que figuran en todas las ecuaciones del mo- 
vimiento, y que para el caso de un punto material son 
de la forma sencilla 

ma> 

0 

llamando m la masa y a la aceleración, sea cual 
fuere su clase. Conviene notar que estos términos 
los consideró siempre la Mecánica como fuerzas fic- 
ticias; esto es, que no tienen por origen acciones 
procedentes del exterior del sistema que posee la 
aceleración, aunque son en sus efectos equivalentes 
a ellas. 

Tal equivalencia quita realidad al indicado reco- 
nocimiento de la aceleración, puesto que es imposi- 
ble discernir si los fenómenos en que se apoya son 
debidos a un cambio en la velocidad o a un campo 
de fuerzas de naturaleza conveniente. Escoger en- 
tre una interpretación u otra, es pura cuestión de 
comodidad que se resolvería en cada caso por moti- 
vos de orden secundario. Acaso se piense que los 
campos de fuerzas se han de manifestar por la pre- 
sencia de los agentes que los originen; pero sin ne- 
gar la existencia de ocasiones en que este criterio 
es aplicable con evidencia inmediata, es notorio cuán 
frecuentemente falta o se ofrece en forma discu- 
tible. 
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En definitiva, parece claro que la posibilidad de 
conocer la aceleración se nos escapa tanto como la 
de la velocidad de conjunto del sistema de referen- 
cia, resolviéndose el contraste señalado entre los 
dictados de la filosofía y las conclusiones de la cien- 
cia, del modo más en armonía con los gustos de 
los espíritus de tendencias filosóficas, como el de 
Einstein. 

46. Es conveniente poner en evidencia sobre 
ejemplos concretos la repetida equivalencia de la 
aceleración de los ejes coordenados y de un campo 
de fuerzas, con lo cual se logra, además, fijar los 
caracteres que a éstos se han de atribuir. Para este 
fin, dicho se está que los casos de movimiento uni- 
formemente variado y de rotación uniforme han de 
ser los más adecuados, puesto que en ambos la acele- 
ración es constante. 

Imaginemos con Einstein un laboratorio sui gene - 
ris: una caja cerrada en cuyo interior existe el ins- 
trumental y personal necesarios para realizar cual- 
quier experimento. Además, la supondremos bastan- 
te alejada de todo cuerpo celeste para que los obje- 
jos en ella colocados no experimenten ninguna atrac- 
ción gravitatoria sensible: uno de ellos abandonado 
en un lugar del espacio libre, sin contacto directo o 
indirecto con las paredes, permanecerá en él indefi- 
nidamente; un péndulo separado de su posición nor- 
mal, tampoco volverá a ella. Es más, no existiría nin- 
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gún medio de distinguir las paredes, señalando un 
piso y un techo: todas son plenamente equivalentes; 
los objetos ligados a ellas no ejercerán sobre las mis- 
mas ninguna clase de presión o tracción. 

Pero si se comunica un movimiento uniformemen- 
te acelerado a la caja, en dirección normal a dos de 
sus lados, éstos se convertirán en el techo y el piso 
del laboratorio. Los objetos que estén libres en su 
interior, sin conexión ninguna con las paredes, per- 
manecerán en reposo, y así serían vistos por un ob- 
servador que desde fuera percibiese la realidad 
de los fenómemos. Pero para los confinados en la 
caja, imposibilitados de contemplar el mundo exte- 
rior, lo único claro es que dichos objetos se aproxi- 
man al piso con aceleración constante e igual para 
todos ellos, cual si existiese un campo de fiierzas 
normales al mismo. Los cuerpos ligados de algún 
modo a las paredes, serán arrastrados por ellas, 
pero también engendrarán fenómenos interesantes 
que podrán interpretarse como efecto del aludido 
campo de fuerzas; si están en contacto con el piso, 
en él ejercerán una presión, y si unidos al techo por 
un hilo o varilla, éste se encontrará sometido a una 
tracción; cuando la naturaleza de su conexión le per- 
mita moverse alrededor del punto de amarre, a la ma- 
nera de un péndulo, es fácil ver que las leyes de la 
Mecánica conducirán a un movimiento oscilatorio. 

En más breves términos: aquellos observadores 
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incomunicados con el mundo exterior y conocedo- 
res únicamente de los fenómenos que se producen 
dentro de la caja, pueden afirmar la existencia de un 
campo de fuerzas que determina la caída de los cuer- 
pos hacia el piso, con igual derecho que Newton de- 
dujo la existencia de la gravitación partiendo de la 
caída de la manzana tradicional. 

En definitiva, esto significa declarar la equivalen- 
cia del movimiento real del laboratorio con el cam- 
po de fuerzas ficticio que supongo postulan los habi- 
tantes del mismo. Pero dicha equivalencia para ser 
completa ha de ser recíproca, y ello es evidente 
dentro de la ciencia tal y como se halla constituida. 
Si en vez del laboratorio alejado de todo cuerpo 
celeste, a que me he venido refiriendo, imaginamos 
otro en nuestro planeta, pero sin apoyos exteriores, 
de modo que caiga libremente y con él los objetos 
que encierra, cuantos fenómenos se producen en 
nuestros laboratorios, sólidamente cimentados, como 
consecuencia de la gravedad, desaparecerán. En su 
lugar se producirían los mismos que en la caja-labo- 
ratorio antes de ponería en movimiento. 

47. Vengamos al otro caso de aceleración cons- 
tante: el de rotación uniforme, para el cual las velo- 
cidades de los diferentes puntos tienen un valor nu- 
mérico constante, pero una dirección variable. De 
las dos componentes que antes de ahora (§ 22) dije 
posee la aceleración: longitudinal y normal, sólo 
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esta última será diferente de cero, y además cons- 
tante, puesto que su valor es n*> 1 2 , designando «o la 
velocidad angular y r la distancia del punto conside- 
rado al eje de giro. 

Este caso es el de nuestro planeta. Imaginemos 
que su rotación diurna se ignora y se refieren los 
fenómenos dinámicos a un sistema de ejes fijos a él. 
En las ecuaciones que traduzcan los movimientos de 
cada punto, faltarán los términos correspondientes a 
la aludida rotación, y la única forma de ponerlas de 
acuerdo con los hechos será agregar las fuerzas ficti- 
cias de inercia equivalentes. Estas fuerzas son de dos 
clases: las llamadas centrifugas a secas, cuya mag- 
nitud para un punto de masa m es — /mu 2 /*, y las cen- 
trifugas compuestas , definidas por —2 muu sen a, 
que sólo actúan sobre los puntos que se hallan dota- 
dos de la velocidad v relativamente a la Tierra, son 
normales al plano definido por el eje del planeta y la 
dirección de dicha velocidad, y, además, proporcio- 
nales al seno del ángulo « que forman w y u. 

Si suponemos que este punto material móvil se 
halla ligado por un hilo inextensible con otro fijo a 
la Tierra en un lugar de latitud X, de modo que 
constituya un péndulo esférico, las referidas fuerzas 
determinan un giro del plano de oscilación (1) alre- 


(1) Más exactamente, del plano que contiene el eje 

mayor de la elipse descrita por el punto material móvil . 
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dedor de la vertical del punto fijo, con velocidad an- 
gular definida por 

w' = w sen X, 

o sea la proyección de u> sobre aquella recta. En 
cuanto al sentido del movimiento, es opuesto al de 
rotación de la Tierra; de modo que colocado el pén- 
dulo en el mismo polo, el giro completo durará vein- 
ticuatro horas y la oscilación se producirá en un 
plano fijo en el espacio, con relación al cual se pue- 
de determinar la posición de la superficie de nuestro 
planeta. Si fuésemos trasladando el péndulo hacia el 
ecuador, el giro iría siendo cada vez más lento, has- 
ta desaparecer al llegar a aquel círculo geográfico. 
Por este camino y por algunos otros que omito en 
gracia a la brevedad, aun supuesto que una espesa 
capa de nubes cubriese el cielo, imposibilitando su 
observación, se habría podido descubrir la rotación 
de nuestro planeta. Mejor diría que el grupo de fe- 
nómenos de que vengo ocupándome podría haberse 
interpretado suponiendo la existencia de la rotación; 
pues también cabría la posibilidad de admitir que la 
capa de nubes, o algo que ella ocultase, actuara 
como agente de un campo de fuerzas que se suma a 
la gravedad. 

Escoger entre ambas interpretaciones es cosa que 
trasciende de la capacidad de la Mecánica, de suer- 
te que los motivos que guíen la elección han de bus- 
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carse fuera de ella. Ciertamente, en el caso de que 
vengo ocupándome no se planteó el dilema en ningún 
momento, porque estos fenómenos fueron conocidos 
y estudiados cuando la simple observación del mun- 
do estelar y la confirmación directa del achatamien- 
to polar habían puesto fuera de discusión el movi- 
miento diurno de la Tierra. Tal circunstancia hacía 
que, propiamente, el experimento de Foucault y sus 
análogos tuviesen el sencillo valor de una prueba de 
la justeza de los postulados de Newton; pero el cul- 
to que la Mecánica merecía por entonces llevó a 
considerarlos mejor como un argumento más en pro 
de la rotación de la Tierra. 

48. Precisamente esta equivalencia entre un 
campo de fuerzas y un movimiento acelerado es lo 
que constituye la esencia del principio de relatividad 
sin restricciones. El movimiento absoluto escapa a 
nuestra percepción, no en el sentido de que ningún 
fenómeno a nuestro alcance encuentre su origen en 
él, sino porque es atribuíble con igual derecho a un 
campo de fuerzas. Estas reemplazan, según ya dije, 
a los términos de inercia, y por ende tienen un carác- 
ter general bien señalado, son proporcionales a la 
masa de los cuerpos sobre que actúan. 

Es de notar que la acción de los campos reales, 
engendrados por agentes físicos definidos, como el 
eléctrico y magnético, se miden por el producto de 
dos factores: uno que define al campo en el lugar 
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ocupado por el cuerpo sujeto a la acción, y otro ca- 
racterístico de este último desde el punto de vista 
de los fenómenos considerados. Al producto de es- 
tos dos factores es a lo que propiamente se llama 
fuerza, y así la ejercida por el campo eléctrico E 
sobre un cuerpo electrizado con la carga e , es 

F = eE y 

k 

y la del campo magnético H sobre un imán de mo- 
mento M es en magnitud 

F = MH sen a, 

hallándose dirigida según la normal plano de M 
yH. Estos factores e y M , escalares o vectores, 
son perfectamente independientes de la masa de 
inercia que los cuerpos respectivos puedan poseer, y 
definen propiedades físicas de un orden completa- 
mente distinto. 

Ahora bien: lo característico de los campos ficti- 
cios que sustituyen a la aceleración ignorada, es la 
identidad del factor correspondiente al cuerpo que 
sufre la acción con su masa de inercia; y así ha de ser, 
porque en la aceleración del sistema de referencia 
para nada interviene la naturaleza de los cuerpos 
cuyos movimientos son objeto de estudio, de modo 
que la ecuación fundamental de la dinámica, 

F = ma, 
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debe reducirse a una identidad cuando se sustitu- 
ye F por la expresión que la define. 

49. Pero es el caso que el campo gravitatorio, 
cuya realidad es innegable en el estado actual de 
nuestros conocimientos, goza de esta misma carac- 
terística de los campos ficticios, que llamaremos de 
inercia, hecho que desde la época de Newtcn se vie- 
ne aceptando, aunque hasta Einstein no ha sido ele- 
vado a la categoría de postulado fundamental de la 
Ciencia. 

Así estamos bien habituados a escribir para el peso 
de un cuerpo la ecuación 

P = rng, 

donde m es la propia masa de inercia y ¿fia intensi- 
dad de ia pesantez , ecuación en que es manifiesta 
la homogeneidad de g con una aceleración, que ha 
llevado frecuentemente a asignarle dicho nombre; y 
por ello mismo es evidente la imposibilidad de sepa- 
rar la parte de esta magnitud correspondiente a la 
atracción terrestre de la debida al movimiento varia- 
do del observador. Y conviene recordar, a propósito 
de la afirmación precedente, que se trata de una ver- 
dad conocida de mucho tiempo atrás: g es una de las 
constantes físicas más fundamentales, cuya determi- 
nación ha preocupado a los geodestas desde que esta 
ciencia nació. Ahora bien: sea cual fuere el método 
utilizado para su medida el resultado incluye dos 


x 
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efectos: la fuerza atractiva de nuestro planeta, o in- 
tensidad de la gravedad propiamente dicha, y la 
fuerza centrífuga originada por su rotación diur- 
na, — m w 2 /*. Sólo indirectamente, determinando la 
velocidad angular u>(= 7,292 X 10~ 6 ) y la distancia 
al eje (r) del punto donde se mide g> cabe separar 
de esta constante la predicha aceleración. Y aunque 
es cierto que se trata de un efecto pequeño, ya que 
en el ecuador — mw 2 r = 3,392, o sea la fracción 
0,00347 de la g medida, dista mucho de ser despre- 
ciable. 

Si esta imposibilidad de separar la atracción efec- 
tiva de Newton de cualquier aceleración común a 
todos los instrumentos y observadores que interven- 
gan en la medida de g t no preocupó hasta hoy a los 
hombres de ciencia, ello es consecuencia de no haber 
parado mientes en el interés filosófico que el asunto 
ofrece. Considerada la constancia absoluta de k como 
puramente accidental, lo único digno de atención era 
la posibilidad de eliminar las influencias de acelera- 
ciones conocidas que vienen a comportarse como 
errores sistemáticos en las medidas, y dicha elimina- 
ción podría siempre hacerse de modo análogo a como 
hemos visto para la centrifuga originada por la rota- 
ción terrestre. En cambio, reconocer con Einstein la 
perfecta equivalencia de la gravitación con un movi- 
miento acelerado del laboratorio en que se estudian 
los fenómenos engendrados por aquélla, es tanto 
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como asignarle un carácter relativo, en contraposi- 
ción con el absoluto que le atribuye la Mecánica clá- 
sica. 

Desde otro punto de vista tiene trascendencia el 
postulado en cuestión. Cuantos intentos experimen- 
tales se han llevado a término desde la época de Fa- 
raday hasta los recientes trabajos de Cremieu, con 
el fin de encontrar alguna influencia recíproca entre 
la gravedad y otros agentes físicos, han fracasado. 
En estas condiciones era imposible prever cómo han 
de intervenir las constantes propias de la gravita- 
ción en las leyes que rigen los fenómenos provoca- 
dos por dichos agentes, y mientras tal intervención 
no se fijase, era imposible concluir el proceso de 
unificación del mundo físico que ya dije caracterizó 
la Filosofía natural del siglo xix: la gravitación había 
de continuar siendo en ella un compartimiento estan- 
co. Este problema lo resuelve el postulado de equi- 
valencia con sólo hallar los cambios que en las refe- 
ridas leyes naturales se producen cuando se emplea 
un sistema de referencia acelerado, en cuyo camino 
no existen obstáculos graves, por tratarse de un 
proceso meramente cinemático. En el capítulo ante- 
rior terminaba estudiando la desviación de un rayo 
de luz por la gravitación. Es fácil también hacerse 
cargo de la necesaria existencia de este fenómeno 
como consecuencia del postulado de equivalencia, si 
volvemos a la caja-laboratorio del § 46 . Si estuviese 
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fija y un rayo de luz penetrara por un orificio abierto 
en sus paredes, dibujaría una recta que es visible 
cuando existen partículas de polvo en la atmósfera, 
mientras en el caso de movimiento acelerado arriba 
supuesto el rayo, que es independiente de él, apa- 
recerá como un arco de parábola. 

50. Abordemos con mayor atención el estudio de 
los cambios que determina en las leyes naturales la 
aceleración del observador, refiriéndonos al inva- 
riante elemental del principio restringido 

ds 2 = dx\ + dx\ + dx\ — dx\. (50, 1) 

Dije ya (§ 33) que físicamente representa la inmuta- 
bilidad de las reglas y relojes que se utilizan en la 
medida de los valores propios, d\ y ¿/t, y como para 
las razones que abonan este supuesto nada significa 
la clase de movimiento de los ejes, parece lógico 
continuar afirmando dicha invariancia cuando el nue- 
vo sistema se mueve de cualquier modo respecto del 
antiguo; o más generalmente, si las relaciones que 
definen las antiguas coordenadas^ x Xl x 2 , x 3 , x á en 
función de las nuevas z x , z 2 , z 2 , z ly son cualesquiera 


Evidentemente se obtiene para las diferenciales dx u 
dx a, d; r $ , dx A , expresiones de la forma 


•*v = ti Oí. Z % , ¿r s , 3¡t). (50, 2) 
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que han de sustituirse en (50, 1). Ordenando respecto 
de las potencias y productos de las d*¿ el coeficiente de 
uno cualquiera de ellos, por ejemplo, del dz% dzj, será 
de la forma 

ct . r= d/ i dfi i df^ . df 9 dfj i dU $Íl 
v dz i dzj ' dz i dzj da t dz j dz] dz j ' 

Resulta en definitiva en vez de (50, 1) 


ds*=g n dz\ + g 22 dz\ +g 33 dz\ +g u dz\ +) 

+ 2g li dz 1 dz 2 +2g 13 dz 1 dz 3 + 2g u dz 1 dz i +>, (50, 3) 
+ 2g i3 dz 2 dz 3 + 2g 2i dz 2 dz l + 2g 3i dz 3 dz 1 ) 

i 

que puede escribirse de modo abreviado, 

ds 2 = 'Lgtj dzfdzj , (50, 3) 

v 

indicando que es una suma de términos que se obtie- 
nen dando a i, ) los valores 1, 2, 3, 4, con la condi- 
ción de que gij = gj*. 

% 

El conjunto de estas cantidades gtj, que satisfacen a 
la condición (50, 3); esto es, tales que puedan utilizarse 
como coeficientes de los términos cuadrados y rectan- 
gulares de una forma cuadrática en las dzi, invariante 
para toda transformación de coordenadas, se llama ten- 
sor simétrico de segundo orden . Si gij =¿= gji , el tensor 
no será simétrico y en (50, 3) estarán desdoblados los 
sumandos que contienen el coeficiente 2. 
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Alguna vez he de referirme al determinante 


que los analistas llaman discriminante de (50, 3), y 
que en virtud de la condición gi ; = g¡¡ es simétrico. 
También he de referirme a las 10 magnitudes que 
representan los menores de (50, 4) divididos por el 
propio g } y que son igualmente las componentes de 
un tersor. 

Conviene señalar que el grado de generalidad re- 
presentado por el grupo de ecuaciones de transfor- 
mación (50, 2) es de tal modo grande, que las nuevas 
variables z±, z 2t z 3 , z± no admiten la separación en 
espacio y tiempo, que he dicho son dimensiones hete- 
rogéneas del Universo. De aquí se desprende que 
aquella generalidad es excesiva y que físicamente 
será preferible restringir la libertad de elección del 
sistema de referencia de modo que sea posible dis- 
cernir en el intervalo ds las aportaciones del espacio 
y el tiempo, según representa 


SllSliSli Su 
Su S22 Su Su 
S21 Si2 Su Su 
Su S12S13 Su 


(50, 4 ) 


ds* = d k * — t*dT*, ( 50 * 5 ) 


donde 



d# — ln dz \ + rn dz ¡ + ya$ dz ¡ + 
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de modo que dk mide un segmento espacial, proyec- 
ción de ds. 

Si volvemos al mundo lineal del § 30, la forma 
(50, 5) del invariante nos dice que las hipérbolas 
equiláteras de entonces pierden este carácter y sus 
asíntotas formarán con t un ángulo cuya tangente 
es f. Estas asíntotas son también aquí las hodócro- 
nas de los rayos luminosos que se propagan en los 
dos sentidos posibles del mundo lineal. Si se pasa al 
superficial o al espacio ordinario, las hipérbolas se 
convierten en hiperboloides de una y dos hojas, que 
en general no serán de revolución. Estas superficies, 
que Lorentz ha llamado indicatrices, determinan las 
unidades con que deben medirse los intervalos en las 
diferentes orientaciones si se han de obtener sus va- 
lores propios. Pero cuando se ha elegido un sistema 
de ejes de referencia, lo cual significa tanto como 
adoptar el punto de vista de un observador particu- 
lar, las unidades para cada coordenada se encuentran 
haciendo coincidir la regla métrica con los ejes res- 
pectivos, y así de (50, 3) y (50, 6) se deduce que 



Las indicatrices definen de manera más intuitiva 
que los valores de gij o y,> y /, las características 
esenciales del sistema de referencia, pues mientras 
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permanezcan invariables, poco importan los valores 
de dichos coeficientes; ello no significa más que un 
cambio en los ejes a los cuales referimos las super- 
ficies en cuestión. Así, para que la forma del inva- 
riante ds 2 s^a (50, 5) basta que los ejes sean diáme- 
tros conjugados de los hiperboloides, mientras la 
forma (50, 3) es consecuencia de la adopción de 
cuatro diámetros que no cumplen aquella condi- 
ción. 

51. Puesto que el principio de equivalencia afir- 
ma la imposibilidad de discernir entre un campo gra- 
vitatorio y una aceleración del observador, según se 
comprende sin dificultad por el ejemplo del § 46, es 
notorio que cuanto acabamos de decir ha de aplicar- 
se a la expresión de ds 2 , cuando las mediciones ne- 
cesarias se efectúan por un observador sin acelera- 
ción, pero situado en un campo de aquella clase. Así 
se escribirá también 


úf5 s = ’Zgijdzidej ; (50, 33 

V 

pero aquí los coeficientes gíj y y las indicatrices co- 
rrespondientes, definen el campo en cuestión en vez 
de la naturaleza del movimiento de los ejes, y se les 
ha llamado potenciales gravitatorios en atención 
a que £ 44 , según tendré ocasión de señalar, se en- 
cuentra íntimamente ligado a la magnitud que recibe 
este nombre en la teoría clásica. 
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Aunque nada dije concretamente, se deduce de la 
generalidad del grupo de transformación (50, 2) que 
los coeficientes gi ¡ , y sus equivalentes ?,>• y f \ son 
funciones de las variables cosa evidente cuando 
corresponden a un campo gravitatorio, puesto que 
éste cambia con el lugar del espacio y con el tiempo, 
en virtud de la distribución heterogénea de la mate- 
ria y del movimiento de los cuerpos. Por consiguien- 
te, las indicatrices se irán deformando cuando se pasa 
de un dominio elemental a otro, y sólo el valor del 
intervalo ds, que corresponde a úna entidad física, 
permanecerá invariable sean cuales fueren las unida- 
des que hayan de emplearse en cada uno de dichos 
dominios. 

Precisamente esta deformación continua de las in- 
dicatrices a través del Universo, imposibilitando que 
pueda imaginarse un movimiento de conjunto de un 
sistema de referencia capaz de interpretar en bloque 
todos los fenómenos provocados por la gravitación, 
es la prueba de que el campo de fuerzas correspon- 
diente traduce la existencia de una realidad física, 
cuya investigación equivale a dar una teoría de aque- 
llos fenómenos. 

52. Para llegar a este resultado comencemos 
considerando un proceso finito que empieza y termi- 
na con los sucesos A y B, en una región libre de 
todo campo gravitatorio y empleando un sistema de 
ejes sin aceleración. En el § 35 se ha visto que de 
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todos los imaginables existe uno para el cual 


* /* ds <= 0, 


de modo que el intervalo entre A y B es mínimo, y 
su representación en el Universo es la recta que une 
entre sí aquellos puntos. Como esta propiedad es 
independiente del sistema de referencia, en atención 
a la invariancia de ds , representará siempre una ley 
natural, cuyo caso más interesante es aquel en que 
la recta aludida es una hodócrona, pues entonces 

*/®;d x =0 (52,1) 

traduce analíticamente la ley de inercia, según se 
vió en el apartado que citaba. 

Pero si ahora imaginamos que el movimiento del 
punto material libre, cuya ley es (52, 1), se estudia 
por un observador, O, con aceleración diferente de 
cero, dJ adopta una de las formas (50, 3) o (50, 5), 
sin que deje de cumplirse por ello la condición (52, 1). 
Según el principio de equivalencia, podemos decir 
otro tanto cuando existe un campo gravitatorio que 
afecte al dominio del Universo donde se extiende la 
hodócrona considerada. 

Lo mismo para el observador O que para el campo 
gravitatorio la hodócrona deja de ser recta, y cuando 
las variables se eligen de modo que sea posible la se- 
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paración del espado y el tiempo, como en (50, 5), la 
trayectoria del punto cuyo elemento es c ¿ 0 , será tam- 
bién curva. Esta es la interpretación general de la 
desviación del rayo en la caja-laboratorio de que ha- 
blaba poco más arriba, o de la trayectoria parabólica 
que describiría a juicio de sus habitantes una masa 
puntual que penetrase en ella con velocidad uni- 
forme. 

Precisamente los argumentos de orden dinámico 
en que se apoya la doctrina de la atracción universal 
se reducen a la curvatura de la trayectoria de los 
cuerpos lanzados al espacio y libres de toda acción 
de origen conocido. Como la Mecánica clásica pos- 
tula que esta curvatura denuncia un campo de fuer- 
zas, es necesario buscar el agente que lo engendra 
entre las circunstancias que acompañan al fenómeno, 
camino por el cual fué conducido Newton a la hipó- 
tesis de la atracción mutua de los cuerpos. Pero es- 
tas fuerzas son de una clase sui generis , puesto que 
la masa de inercia es el único factor que regula su 
acción en cada caso, sea un cuerpo material o una 
onda electromagnética. Los demás campos de fuer- 
zas que conocemos se conducen de modo totalmente 
distinto, pues los cuerpos que sufren la acción inter- 
vienen en su magnitud mediante un factor caracte- 
rístico, como señalé en el § 48. 

53. La interpretación que Einstein ha dado a esta 
oposición entre el campo de fuerzas gravitatorio y 
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todos los restantes que juegan en los fenómenos físi- 
cos, ofrece serias dificultades de comprensión porque 
no es posible auxiliarnos con imágenes. Por ello ne- 
cesitamos recorrer un camino más largo en gracia de 
la claridad de los conceptos, deteniéndonos en la 
descripción de los fenómenos que se ofrecerían a un 
ser inteligente que habitase un mundo superficial; 
esto es, con solas dos dimensiones. Para simplificar 
el lenguaje le llamaremos homoide. 

Supondremos que su geometría la construye utili- 
zando los mismos postulados de Euclides, de modo 
que será idéntica a nuestra Geometría plana. Para 
comprobar su valor como ciencia de la Naturaleza 
podrá trazar en su mundo figuras que respondan a 
otras bien definidas de dicha geometría y comparar 
los resultados obtenidos midiendo sus elementos con 
los teoremas de aquella ciencia. Por ejemplo: los que 
establecen la igualdad a dos rectos de la suma de los 
ángulos de un triángulo; la relación n = 3,1415... 
entre la circunferencia y su diámetro, etc... Si las 
medidas a que aludía condujesen a estas mismas re- 
laciones, nuestro homoide pensaría con plena razón 
que la geometría construida se ajusta a la Naturale- 
za, pero nosotros sólo deduciríamos que el mundo en 
que vive es un plano, o se puede desarrollar en él 
sin deformar las figuras en cuestión. 

En efecto: cuando esta última condición no se 

cumpla podemos prever que los referidos teoremas 

\ 

u 
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no quedarán confirmados por la experiencia. Basta 
que fijemos la atención en un caso particular. Admi- 
tamos que el mundo del homoide es una superficie 
esférica, y que en ella dibuja una circunferencia de- 
finida como el lugar de los puntos ABD... equidistan- 
tes del centro P (fig. 22). Para nosotros la curva en 


punto A de la circunferencia, sabemos que es el arco 
de círculo máximo que pasa por ambos, mayor que 
el verdadero radio CA. Es notorio que la relación 
de las longitudes de aquellas líneas no puede ser 
igual a ti, y esta es efectivamente la conclusión a 
que el homoide llegaría. 

Otros varios teoremas fallarían del mismo modo, y 
nuestro ser hipotético se encontraría frente a este 
dilema: o desecha la Geometría euclidiana y cons- 
truye otra fundándose en postulados convenientes 
para obtener la conformidad entre su ciencia y los re- 
sultados experimentales, o agrega a las dos dimen- 
siones que percibe una nueva, para él imposible de 
imaginar, pero gracias a la cual podrá formarse el 
concepto de superficie esférica contenida en el es- 



Fig. 22 


p 


cuestión es un círcu- 
lo menor de polo P» 
y la linea que el ho- 
moide considera ra- 
dio, en atención a 
ser la más corta dis- 
tancia desde P a un 
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pació de tres dimensiones; concepto que, según decía, 
no irá acompañado de una imagen que aclare sus 
ideas. 

Es interesante notar que este mismo dilema se ha- 
bría ofrecido a los geógrafos que en otra época su- 
ponían la Tierra plana, si hubiesen llegado a realizar 
mediciones bastante precisas en figuras de exten- 
sión suficiente trazadas en la superficie del planeta. 
Pero su posición frente al problema habría sido 
opuesta a la que lógicamente adoptaría el homoide. 
Porque nosotros percibimos las tres dimensiones del 
espacio, y además la geometría de la esfera estaba ya 
construida en su parte más interesante en aquella 
época, de modo que los geógrafos aludidos habrían 
caído en la cuenta de su error al atribuir forma plana 
a la Tierra. Por otra parte, la posibilidad de una 
Geometría no euclidiana escapaba totalmente a su 
ciencia. 

En cambio, suponemos al homoide con pleno domi- 
nio de los principios filosóficos de la nuestra, de 
suerte que las únicas limitaciones en su capacidad 
de conocer proceden de la imposibilidad de repre- 
sentarse la tercera dimensión. En tales condiciones 
es probable que buscase la Geometría más adecuada 
para la coordinación de sus experimentos. 

No creo necesario insistir mucho para llevar al áni- 
mo del lector el convencimiento de que nuestro homoi- 
de tropezaría con dificultades similares a las señala- 
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das, cuando su mundo fuese una superficie curva di- 
ferente de la esférica. En la mayoría de los casos se- 
rían aún más graves, pues los caracteres de la discor- 
dancia entre las propiedades métricas experimenta- 
les de las figuras por él dibujadas y los teoremas de 
la Geometría de Euclides no se conservarían idénti- 
cos a sí mismos en todas las regiones del mundo en 
cuestión. 

54. Consideremos un poco más de cerca los mé- 
todos con cuyo auxilio el homoide puede venir en 
conocimiento de que no habita una superficie plana. 
Los elementos geométricos entre los cuales existen 
las relaciones que ha de comparar con los teoremas 
euclidianos puede obtenerlos, bien midiéndolos direc- 
tamente con la regla que haya elegido para unidad 
de longitud, en la forma que he supuesto en el apar- 
tado anterior, bien cubriendo su mundo con una red 

de referencia, gra- 
xj 

cias a la cual cada 

X punto se define por 

dos coordenadas y 

la distancia entre dos 

de ellos se obtiene 

mediante una fun- 
" ' ción conocida de las 

diferencias entre las 

0 '.X 

coordenadas respec- 
Fig. 23 tivas. 
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Tomemos como ejemplo el caso de un plano. An- 
tes de ahora hemos visto que sus puntos se pueden 
determinar trazando dos rectas perpendiculares 
(< ejes OX 1 y OX 2 de la fig. 23), y adoptando para 
coordenadas de P los segmentos Ox x y Ox 2 que en 
los ejes determinan las perpendiculares a ellos des- 
de P. Podría decir también que se suponen trazadas 
en el plano dos familias de rectas paralelas a cada 
uno de los repetidos ejes, de tal modo que llenen to- 
da la superficie; esto es, que para cada valor numé- 
rico de x x existe una paralela a OX 2 que intercepte 
en OX t un segmento igual a él, contado a partir de 
O. Entonces las rectas de cada familia se distin 
guen por un número, x t y x 2 , y el punto P se deter- 
mina por las dos que en él se cortan. Así entendido el 
sistema de coordenadas, nada se opone a que se re- 
emplacen las fa- 
milias de rectas 
por familias de 
curvas también 
caracterizadas 
por un número 
(valor del para - 
m etro correspon- 
diente), y siem- 
pre P se determi- 
nará por la inter- 
sección de dos de fír. 24 . 
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ellas, una de cada familia. Tal es el caso de las llama- 
das coordenadas polares, donde se utiliza el haz de 
rectas cuyo vértice es O y las circunferencias de cen- 
tro en el mismo punto (fig. 24); el parámetro corres- 
pondiente a una de aquéllas es el ángulo 6 que forma 
con un eje OX elegido una vez para todas, y el de las 
circunferencias su radio r. Se podrían escoger otras 
varias redes de referencia que pueden ser convenien- 
tes para la resolución de problemas determinados, 
pero no vale la pena de insistir sobre estas nociones 
que son bien evidentes. Unicamente agregaremos 



que este procedimiento para lograr los valores de 
los elementos de una figura, no supone que pueda 
prescindirse de mediciones con una regla patrón 
adoptada por unidad: las operaciones necesarias para 
comparar directamente el elemento de longitud con- 
siderado con esta regla, se reemplazan aquí por las 
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indispensables para el trazado de la red de refe- 
rencia. 

Es evidente que el mismo método puede aplicarse 
a la definición de los puntos de una superficie cual- 
quiera y deducir las relaciones entre los elementos 
de las figuras en ellas dibujadas; bastará trazar dos 
familias de líneas (fig. 25) caracterizadas por sendos 
parámetros, z l9 z 2 , que serán las coordenadas del 
punto P. Así sobre una esfera aquellas líneas pue- 
den ser los meridianos y paralelos, cuyos parámetros 
son la longitud X y la latitud <p. 

Vengamos ya a la distancia entre dos puntos. Es 
de advertir que esta distancia se ha de contar sobre 
la superficie en que aquéllos se encuentran, tal y 
como podría ser medida por el homoide; de modo 
que la regla métrica se deslizaría sobre la línea de 
menor longitud entre las que unen los dos puntos. 
Las líneas que gozan de esta propiedad en una su- 
perficie las llamamos geodésicas , en general, y en 
el plano son rectas . Mientras un estudio profundo 
de las propiedades métricas de su mundo no le ad- 
vierta del carácter geométrico del mismo, el homoi- 
de pensará que las referidas líneas de longitud mí- 
nima son rectas, pues su curvatura se halla fuera de 
su capacidad de percepción. 

Puesto que las medidas se van a realizar casi siem- 
pre a lo largo de curvas, ya por la naturaleza de la 
superficie, ya por la red de referencia elegida, la 
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regla patrón debe considerarse infinitamente peque- 
ña, de suerte que los puntos cuya distancia puede 
medir directamente han de ser infinitamente próxi- 
mos. La expresión general de dicha distancia, ds , en 
función de la diferencia infinitesimal de las coorde- 
nadas de sus extremos, dz 1 y dz 2 , es 

ds 2 = g n dz\ + 2g 12 dz í dz 2 + g 22 dz\, (54,1) 

donde lasgvy son funciones de las £ f -, cuya forma de- 
pende de la naturaleza de la superficie y también de 
la red de referencia. Así en el caso del plano, si se 
adoptan las coordenadas cartesianas 

ds* = dx\+dx\, (54,2) 

mientras si se acude a las polares 

ds 2 = dr 2 -b rW; (54, 3) 

en la esfera, cuando la red de referencia la integran 
los meridianos y círculos de latitud 

ds 2 = d¿* + cos 2 <p¿A 2 . (54, 4) 

Conviene fijar la atención en que, según decía, 
las gij son funciones diferentes, para la misma su- 
perficie, según la red o sistema de coordenadas que 
se haya escogido. Sin embargo, la ambigüedad que 
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así resulta para la expresión de ds 2 tiene un límite, 
pues la teoría de las superficies llega a establecer 
una relación entre las gij propias de cada sistema de 
referencia, que es característica de la superficie, o, 
como también se dice, una propiedad intrínseca de 
la misma: por ende, invariante para toda transforma- 
ción de coordenadas. Tal es la curvatura de Gauss. 

Dejando a un lado el fijar cuantitativamente esta 
noción (1) y apoyándome en el concepto intuitivo 
que de la palabra subrayada tiene cualquier persona 
culta, he de poner de relieve algunas circunstancias 
por demás interesantes, mediante las siguientes ob- 
servaciones: 

1. a Un valor determinado de la curvatura sólo 
es compatible con un número limitado de formas 
asignables a la expresión de ds 2 . Por ejemplo: sobre 
la esfera no es posible elegir la red de referencia de 
modo que adopte las formas (54, 2) o (54, 3). 

2. a La recíproca no es cierta. El que en dos su- 
perficies puedan utilizarse redes cuyas expresiones 
(54, 1) son idénticas, no significa que posean las mis- 
mas cualidades geométricas. Para las superficies 
plana, cilindrica, cónica, y más generalmente, para 
toda desarrollare, pueden las redes ser tales que ds 2 
adopte las formas (54, 2), (54, 3), y todas las demás . 
que al plano corresponden, aunque nadie es capaz 


(1) Véase la nota II del Apéndice. 
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de confundirlas. El homoide no podrá, pues, averi- 
guar por este camino en cuál de las referidas super- 
ficies habita; y otro tanto le ocurriría si pretendiese 
distinguir entre cualesquiera otras superficies mu- 
tuamente adaptables sin deformación. 

Claro es que el contenido de esta observación 
puede también expresarse diciendo que la curvatura 
de Qauss puede tener idéntico valor en superficies 
inconfundibles geométricamente, circunstancia que 
lleva a comprender que este concepto no correspon- 
de de modo acabado a la noción vulgar de superficie 
curva. Por ejemplo: que la curvatura del plano sea 
nula se halla de perfecto acuerdo con aquella noción; 
pero que se cumpla la misma condición en el cilin- 
dro está en evidente oposición con ella. 

3. a Cuando antes me he referido a la imposibi- 
lidad de adoptar una forma cualquiera de (54, 1) en 
una superficie determinada, he debido agregar «vá- 
lida sobre regiones finitas de la misma». En una 
porción infinitamente pequeña cabe siempre escoger 
la expresión que nos plazca para ds 2 . Para una ex- 
plicación más detallada imaginemos un punto P en 
una esfera. Nada se opone a que la red de referen- 
cia adoptada sobre la superficie completa sea tal que 
en las vecindades de P las líneas que la forman se 
confundan con círculos máximos perpendiculares. 
Entonces la distancia de P a un punto infinitamente 
próximo tiene la forma (54, 2). Pero atendiendo a 
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(54, 4) se cae en la cuenta de que esto significa que 

TZ 

<? = — , de modo que equivale a escoger las coorde- 
nadas esféricas de suerte que P se halle sobre el 
ecuador: si de él salimos, no será posible aplicar 
(54, 2), mientras (54, 4) conserva su validez. Lo que 
acabo de decir significa que manteniéndose en una 
región infinitamente pequeña es imposible distinguir 
la naturaleza de una superficie, cual ocurría a los 
geógrafos a que aludía más arriba. En este caso es 
posible, y también conveniente, dejarse guiar por 
razones de comodidad en la elección, lo cual justifi- 
ca que aquéllos imaginaran plano el planeta, y que 
el homoide hiciese la misma hipótesis respecto de su 
mundo mientras el dominio a que extendiese sus ob- 
servaciones y experimentos, o la precisión que en 
ellos alcanzara, no rebasase ciertos límites. Geomé- 
tricamente esto significa que se reemplaza la super- 
ficie real por su plano tangente. 

4. a Aunque acaso sea superfluo, advertiré que 
en general la curvatura de Gauss cambia de un pun- 
to a otro, de modo continuo. Los casos en que su 
valor es constante, como en el plano y la esfera, son 
excepcionales. 

5. a La curvatura de Gauss se manifiesta también 
en una propiedad interesante que ha sido utilizada 
por Levi-Civita como una especificación de ella ge- 
neralizable al caso de variedades matemáticas de 
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más de tres dimensiones. En la Geometría de Eucli- 
des dos segmentos rectilíneos son paralelos cuando 
forman ángulos iguales con una recta que los corta, 
de modo que para transportar paralelamente a sí 
mismo uno de aquéllos, basta cuidar que las posicio- 
nes sucesivas cumplan con dicha condición respecto 
de la recta que los une; este es, al fin y a la postre, el 
sistema que sigue un delineante cuando dibuja un 
rayado utilizando la regla y el cartabón. Ahora bien: 
ya dije que para el hotnoide son rectas las líneas 
geodésicas de la superficie en que vive, de modo 
que cuando desease transportar una regidla parale- 
lamente a sí misma, le bastaría hacer que en cada dos 
posiciones formase ángulos iguales con la geodésica 
que pasara por ambos. Entonces es fácil demostrar 
que si partiendo de P se obliga a la regidla a descri- 
bir un contorno cerrado que le vuelve a P, las posi- 
ciones inicial y final no son en general idénticas, 
sino que forman un ángulo dependiente del recorri- 
do hecho. Así, para una esfera, y suponiendo que el 
indicado contorno sea un triángulo formado por cir- 
cunferencias máximas, el ángulo en cuestión es igual 
a su exceso esférico, o sea su área multiplicada por 

la curvatura de Gauss de la esfera |k = — Así 

la superposición completa de las dos posiciones de 
la regidla en P sólo se produce en el caso de ser nula 
esta curvatura; que equivale a decir que es una pro- 
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piedad exclusiva de aquellas superficies en que la 
geometría de las figuras es la de Euclides (plano). 

En lo que precede van señalados algunos criterios 
con los cuales el homoide podría reconocer la curva- 
tura de su mundo; o también la disconformidad de 
la geometría experimental con la deducida de los 
postulados de Euclides. Ciertamente, le faltaría toda 
representación imaginativa con que esclarecer aquel 
concepto, pero llegaría a formarse una idea justa del 
mismo que le permitiría razonar con claridad y deri- 
var las propiedades métricas características de su 
espacio. 

55. Vengamos de nuevo a nuestro propio Uni- 
verso. Vimos anteriormente que para un observador 
con movimiento variado el intervalo tiene la forma 

ds 2 = 2 gijdzidzj , 
v 

irreductible a la expresión cuasi-euclidiana 

ds 2 = dx 2 + dx\ + dx\ — dx 2 . 

El principio de equivalencia dije también que obliga 
a la afirmación de que otro tanto ocurre con los cam- 
pos gravitatorios; de modo que el fracaso de la 
Geometría euclidiana, aun extendida en la forma in- 
dispensable para incluir la métrica del Universo de 
la relatividad restringida, es inevitable. Y claro es 
que dicho fracaso alcanza a la Geometría del espacio 
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ordinario, pues al separar en ds 2 las aportaciones co- 
rrespondientes a los intervalos de longitud y tiempo, 
d\ 2 y ¿A 2 , según (50, 5), la forma (50, 6) de ¿A 2 es 
también irreductible al elemento euclidiano 

d\ 2 = dx\ + dx\ + dx 2 . 

De un modo más intuitivo puede llegarse a la misma 
conclusión, en cuanto al espacio se refiere, llamando 
la atención sobre los cambios que las reglas métri* 
cas han de sufrir en un campo de fuerzas de inercia 
en virtud de las consecuencias que se derivan del 
principio restringido. Utilizaré para este fin el mis- 
mo ejemplo de Einstein. Acudamos nuevamente a 
a nuestro homoide y supongamos que su mundo sea 
plano, pero dotado de un movimiento de rotación 
uniforme alrededor de un eje normal en 0. Nada le 
denunciará cinemáticamente la rotación; pero podrá 
apreciar un campo de fuerzas centrifugas, creciente 
en proporción a la distancia de 0, y que podrá sin 
inconveniente atribuir a la atracción de masas igno- 
radas que se distribuyen sobre el borde lejano del 
plano. 

Supongamos, además, que ha trazado figuras geo- 
métricas, cuyos elementos mide para comparar las 
relaciones numéricas que entre ellos encuentra con 
las establecidas partiendo de los postulados de Eu- 
clides. Tomando el ejemplo más sencillo en las con- 
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diciones de la hipótesis, Einstein supone un círculo 
con centro en 0, del cual se mide la circunferencia y 
el diámetro. En el primer caso, el observador, fijo 
en 0, ve la regla empleada más corta a consecuencia 
del movimiento longitudinal debido al arrastre del 
plano, y tanto más corta cuanto mayor el radio del 
círculo, puesto que u crece con él. De modo que 
aquella circunferencia vendría expresada por un nú- 
mero mayor que el que se obtendría con el plano en 
reposo. En cambio, cuando se mide el radio, la lon- 
gitud aparente de la regla permanece la misma, 
puesto que su posición es normal al movimiento. Es, 
pues, notorio que la relación de la circunferencia al 
diámetro será mayor que en oposición al teore- 
ma bien conocido de la Geometría de Euclides. 

En un campo gravitatorio engendrado por una 
masa material que ocupa el punto 0, las cosas ocu 
rrirán en cierto modo de manera opuesta, pues las 
reglas se ven acortadas cuando se disponen según 
los radios, e invariables si se colocan normalmente a 
ellos. Basta recordar la comparación entre la caja 
que se traslada con movimiento uniformemente va- 
riado fuera de toda acción gravitatoria, y nuestros 
laboratorios fijos en la superficie de la Tierra. Los 
radios marcan ahora la dirección en que existe una 
velocidad, o lo que a ella equivale, y, por tanto, 
aquella según la cual se produce el acortamiento de 
las reglas. Por el contrario, en el sentido de las cir- 
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cunferencias concéntricas en 0 permanecerán inva- 
riables, con lo cual es evidente que la geometría de 
las figuras dibujadas en el campo referido sería del 
género de aquellas que un homoide que habitase so- 
bre la superficie de una esfera tendría que aplicar a 
las suyas. Correspondiendo a la curvatura de la esfe- 
ra, existirá aquí una relación entre los coeficientes 7,7, 
que es la misma sea cual fuere la red de líneas de re- 
ferencia que se adopte, y a este invariante lo pode- 
mos también llamar curvatura de nuestro espacio, 
aunque es notorio que estamos tan incapacitados 
para formarnos una imagen de este concepto como 
lo estaría el homoide para la propia de su mundo su- 
perficial. 

No está de más recordar que la presunción de la 
curvatura del espacio no es de esta época. Ya Qauss 
y Lobatschewsky se plantearon este problema e in- 
tentaron resolverlo por la observación: el primero, 
utilizando las medidas geodésicas de un triángulo de 
grandes dimensiones cuyos vértices fueron Brocken, 
Hohenhagen e Inselberg, y cuyos lados tienen longi- 
tudes de 69, 85 y 197 kilómetros. Los resultados 
fueron negativos, porque las diferencias que pueden 
esperarse entre la suma de los ángulos de dicho 
triángulo y « está muy lejos del alcance de los mé- 
todos de observación de su tiempo, ni aun de los ac- 
tuales. Lobatschewsky acudió, con igual resultado 
negativo, al estudio de la paralaje estelar que, ad- 
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mitiendo la propagación rectilínea de la lux, no 
obstante la curvatura del espacio , habría de ser 
mayor que un cierto valor límite cuando dicha cur- 
vatura es negativa, y podría llegar a disminuir por 
bajo de cero si fuese positiva. Sin duda la hipótesis 
subrayada, queequivale a suponer elproceso de trans- 
misión de la luz ocurriendo fuera del espacio, es in- 
sostenible, y ai eliminarla desaparece la posibilidad 
misma de encontrar diferencias de la naturaleza de 
las previstas. 

56. Los razonamientos del apartado precedente 
sugieren la necesidad de la curvatura del espacio; 
pero no pueden considerarse como pruebas irrefuta- 
bles de ella, ni dan los elementos necesarios para de- 
terminarla cuantitativamente; para ello es indispen- 
sable acudir al estudio de los movimientos que en él 
se producen, observados en condiciones de precisión 
suficiente. Volvamos por un momento al mundo su- 
perficial de curvatura conocida. Un punto material 
lanzado en él, y después libre de toda acción, des- 
cribe con velocidad lineal constante una de las geo- 
désicas de la superficie: así lo demuestra la Mecáni- 
ca clásica. Para los homoides habitantes de dicho 
mundo, que ignoran su curvatura, estas líneas dije 
ya que son rectas, de suerte que ellos afirmarán el 
postulado de inercia de Newton. Pero si siguen in- 
definidamente a un punto material en movimiento li- 
bre, pueden hallarse sorprendidos viéndole retornar 

** 
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al lugar de partida o a sus proximidades. Por ejem- 
plo, cuando el mundo fuese esférico, puesto que sus 
geodésicas serían círculos máximos. Estas o pareci- 
das circunstancias le llevarían a comprender que no 
habitan en un plano. 

Algo equivalente ha de ocurrir en nuestro espacio 
si realmente es curvo, y por ello interesa conocer 
las ecuaciones del movimiento de un punto fuera de 
todo campo real de fuerzas, tales y como han de ser 
para conservarse independientes de la aceleración 
que pueda poseer el observador. En virtud del prin- 
cipio de equivalencia, dichas ecuaciones serán las 
mismas que corresponden al movimiento en un cam- 
po gravitatorio. 

Partiendo de la condición de mínimo 


que caracteriza a la hodócrona del punto, y utilizan- 
do métodos de cálculo bien conocidos, pero cuyo de- 
talle escapa de ios límites de este libro, se deduce 
para las ecuaciones que buscamos 


5 fdr = 0 


( 56 , 1 ) 



donde iy v representa una función de los coeficien- 
tes gij y sus derivadas. 
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Explícitamente 


en la cual las^** son los menores del determinante 
(50, 4) divididos por g, según hube ya de advertir (50). 

El signo ^ del segundo miembro de (56, 2) com- 
prende 16 sumandos, puesto que jj. y v figuran con 
los valores 1, 2, 3, 4, combinados de todas las mane- 
ras posibles, y como los símbolos r* v contienen 12 

términos cada uno, resulta para cada ecuación un to- 
tal de 192. Por lo demás, la especificación del movi- 
miento de un punto requiere 4 ecuaciones de la for- 
ma (56, 2), que se distinguen por el valor de ¿. Entre 
ellas y las propias de la Mecánica de Newton, la di- 
ferencia fundamental es la complejidad del segundo 
miembro. El primero representa las componentes de 
la aceleración propia del punto, puesto que cfr es 
el tiempo propio. 

Por otra parte, aquella complejidad desaparece 
cuando nos conformamos con la aproximación logra- 
da por la Ciencia clásica en el conocimiento de la Na- 
turaleza. Y no podía ser menos, porque la teoría de 
Einstein aspira a ser una traducción fiel de la reali- 
dad, y ha sido mediante la observación de ella como 
se llegó hasta las ecuaciones de Newton. Esto quie- 
re decir: 



\ 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


928 


B. CABRtRA 


1 ,° Que la matriz (50, 4) de los coeficientes gik 
debe diferir muy poco de la 


— 10 0 0 

0—1 0 0 

0 0-1 0 

0 0 0 +1 


= — 1 (56,3) 


que corresponde a la expresión de cfr en un espacio 
euclidiano, con cuyos elementos respectivos deben 
coincidir las g¿k en primera aproximación. También 
las g ik diferirán muy poco de los valores que se de- 
ducen de (56, 3). 

2. ° Que las derivadas respecto del tiempo ( 04 ) de 
los mismos coeficientes son despreciables (campo 
gravitatorio estático), porque las duraciones de los 
fenómenos que observamos son sobrado pequeñas 
para que se haga ostensible en su decurso cualquier 
cambio del campo. Naturalmente, el caso es otro 
cuando se trata de las derivadas respecto de las 
coordenadas espaciales, pues es notorio que los cam 
bios de la gravitación con el lugar son perfectamente 
sensibles. 

3. ° El valor de la velocidad en los movimientos 
que se ofrecen las más de las veces a la Mecánica, 
he dicho repetidamente que es muy pequeño compa- 
rado con c, de modo que p 2 en d t = dz 4t ( I— p 5 ) 1 /* es 
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despreciable, con lo cual 




claro es que dentro de la aproximación permitida por 
los medios de observación a nuestro alcance. 

Por esta última condición no quedará en el segun- 
do miembro de (56, 2) más que el término 


y como, además, las dos primeras reducen el símbo- 


cuya forma es idéntica a las leyes del movimiento de 
un punto material pesado, sin que en él actúen fuer- 
zas extrañas. Por otra parte, esta ecuación, unida a 
la primera condición de las arriba enumeradas, obli- 
ga a escribir 


donde V es el potencial ordinario de la gravitación. 
De aquí procede el nombre que dimos a los coefi- 
cientes gik. 



44 2 
vierten en 


lo i 44 a — las referidas ecuaciones se con- 



¿44= 1-2V 


(56, 5) 
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57. Esta expresión del coeficiente se puede 
someter al contraste de la observación. Supongamos, 
en efecto, dos relojes idénticos fijos en puntos don- 
de el potencial gravitatorio tenga los valores V y V'. 
La identidad de naturaleza de los relojes impone la 
condición cb = y el estado de reposo en que am- 
bos se encuentran exige que para cada uno dz x — 
dz% — dz 3 = 0. Por consiguiente, 

S* dz \ = 

0 también 

(l - 2 V) V<to 4 = (l - 2V') * ftz\. 

De modo que para un mismo observador, sea cual 
fuere, los dos relojes no marchan isócronamente. 

Refirámonos al caso concreto en que los dos pun- 
tos considerados están en las superficies del Sol y 
de nuestro planeta. El campo gravitatorio en el pri- 
mer punto se reduce al engendrado por la masa m 

km 

de aquel astro. Su potencial es ■ designando 

4tcK 

por R el radio solar, de suerte que el valor numéri- 
co será 2,12 X 10~ 6 . 

Para la superficie de la Tierra la distancia es 

km 

215R, de modo que prácticamente — — - $e reduce a 

1 X 10- 8 . Es necesario agregar el potencial de la 
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atracción terrestre, en atención a la pequeñez rela- 

ja 

tiva de la distancia al centro, igual a — — . Como 

íuy 

además la masa de la Tierra es m' = 3,29 X 10" 5 m, 
se obtiene para el potencial 7,12 X 10 " 9 . En defini- 
tiva, pues, V' es inferior a 2X 10~ 8 , de suerte que 

^-(t^w) 1 - 1 ’ 0000021 - 

y el reloj del Sol tendrá una marcha más lenta que 
el de la Tierra. 

La confirmación de esta consecuencia de la teoría 
exige el empleo de un reloj cuya muestra sea visi- 
ble desde nuestro planeta, condición que llenan los 
átomos. La invariabilidad de su constitución, denun- 
ciada por la de las frecuencias características de las 
rayas espectrales, ha permitido demostrar la identi- 
dad de composición elemental de todos los cuerpos 
celestes, y desde largo tiempo atrás sugirió el em- 
pleo de los referidos períodos como unidades natu- 
rales de tiempo. 

Para leer la marcha de estos relojes basta deter- 
minar la frecuencia de sus radiaciones por el es- 
pectrómetro, y la confirmación buscada se encontra- 
rá comparando esta constante para átomos idénticos 
situados en el Sol y en nuestros laboratorios. Los in- 
crementos relativos del período y de la longitud de 
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onda son iguales, de modo que en el espectro solar 
debe producirse un corrimiento hacia el rojo defini- 
do por o X = 2,10 X 10~ 6 X. Suponiendo que se trata 
de la zona límite entre el espectro visible y el ul- 
travioleta, donde X es del orden 4000 UÁ, oX = 

o 

=0,008 UA, de modo que el efecto previsto corres- 
ponde ya a los cambios de X para cuya apreciación 
es menester acudir a los métodos más precisos de la 
espectrometría. 

Desgraciadamente, ha de agregarse aún que son 
múltiples las causas de error que pueden engendrar 
efectos de esta magnitud en un laboratorio tan agi- 
tado como el Sol, cuyas condiciones son manifiesta- 
mente diversas de las del arco eléctrico, foco lumi- 
noso que sirve de comparación. La presión del gas 
en que el átomo emisor se encuentra, llega a produ- 
cir cambios del mismo orden de magnitud, también 
hacia el rojo, con sólo aumentar aquélla en una at- 
mósfera; el movimiento del foco en la dirección del 
rayo luminoso, y alejándose del observador con ve- 
locidad de unos 600 metros por segundo, basta 
igualmente para producir corrimientos comparables 
en virtud del efecto de Dopler-Fizeau. Y estas ve- 
locidades, que apenas son diez veces superiores a 
las que adquieren los vientos tempestuosos, deben 
ser frecuentemente rebasadas en la envoltura ga- 
seosa del Sol, donde se producen los inmensos tor- 
bellinos que se perciben como manchas de su super- 
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ficie. Han de agregarse los efectos de la dispersión 
anómala, de los fenómenos de Zeeman y Stark, del 
mecanismo de absorción de la luz y otras varias 
condiciones que alteran el valor de X, o simplemente 
la distribución de la luz en la banda estrechísima, 
pero de ancho apreciable, que llamamos una raya 
espectral. 

No obstante estas dificultades, el problema ha 
sido abordado y continúa en estudio. Para ello co- 
rrientemente se ha procurado utilizar rayas en que 
los experimentos de laboratorio no han denunciado 
influencia de la presión; tal es el caso de las que 
integran las llamadas bandas del cianógeno, que 
además han sido observadas en diferentes regiones 
del disco solar, particularmente en el centro y el 
limbo, para disminuir las probabilidades de una in- 
fluencia sistemática del movimiento. Schwarzschild, 
St. John, Evershed, Grebe y Bachen han realizado 
importantes observaciones, cuya interpretación ha 
provocado largas discusiones. Parece innegable la 
existencia de un corrimiento en el sentido previsto 
por la teoría, pero su magnitud cambia de unas ra- 
yas a otras, y, por término medio, es sólo de un or- 
den mitad del previsto. Grebe y Baschen creen en- 
contrar la explicación de las discordancias en el 
empleo indiferente de rayas cuya pureza es muy des- 
igual, estimando necesario concretarse a aquellas 
que posean la cualidad indicada en el mayor grado, 
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pues conviene no olvidar "que la comparación se 
realiza entre el espectro de emisión en el arco y el 
de absorción del Sol, de modo que pueden existir di- 
ferencias en la distribución de la luz, en las rayas de 
uno y otro que produzcan un corrimiento ficticio. 
Además, Grebe, comparando los resultados para 
100 líneas de las referidas bandas en el intervalo 
3858*3870, medidas en el Sol por Rowland y en el 
arco por Uhler y Patterson, ha obtenido un corri- 
miento medio de 0,0063 UA que, corregido de la 
diferencia encontrada por St. John entre los rayos 
procedentes del centro y del borde del Sol, dan 
0,0082 UA, en exacta coincidencia con el número de 
Einstein. 

De todas suertes, la masa general de las observa- 
ciones denuncia un cambio de X del mismo sentido 
previsto, sin que haya explicación para él fuera de 
la teoría de Einstein. 

Dicho se está que la comparación se ha realizado 
también con otras rayas espectrales, y a este pro- 
pósito debe citarse el estudio de Perot sobre las 
rayas del magnesio, cuyos resultados acaso sean el 
más sólido argumento que hoy puede aducirse en 
pro del fenómeno que nos ocupa. Perot encuentra 
que los coeficientes de presión de las rayas b x y b 2 
del espectro de aquel metal son diferentes y guar- 
dan una relación de 1,55, gracias a la cual se dis- 
pone de un verdadero manómetro para medir la pre- 
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sión de lu atmósfera solar en la capa Adonde se pro- 
ducen dichas rayas. Por este método se encuentra 
que la referida presión es nula, y, por tanto, todo el 
corrimiento de las rayas citadas es muy probable 
tenga por origen el efecto de Einstein. Y de acuer- 
do con tal supuesto, el valor numérico del mismo es 
de 0,013 UÁ, mientras la teoría da 0,011. 

Buissony Fabry, aceptando que las rayas del Fe 
se produzcan en la misma capa que las del Mg, han 
calculado también sus anteriores medidas (1909) in- 
terferenciales, y encuentran como valor madio de áX 
para 22 rayas de X = 4000 a 4500 UA, 0,0076 en 
vez de 0,0089, y para 10 comprendidas entre X = 5100 
y 5500, 0,0127 en lugar de 0,0111. Las diferencias 
entre los resultados previstos y observados son, 
pues, de 0,001 UA, y, por consiguiente, se hallan 
en los límites de la incertidumbre de las medidas. 

Aunque ciertamente no pueda afirmarse que la 
observación pruebe de modo innegable el corri- 
miento de las rayas espectrales por efecto de los 
cambios en el potencial gravitatorio, es absoluta- 
mente insostenible que le sea radicalmente adversa. 
Sin duda existe un efecto del signo y magnitud que 
la teoría prevé y cuya interpretación no parece en- 
contrarse en las causas hoy conocidas de alteración 
de las longitudes de onda. Además, a medida que el 
tiempo transcurre es notorio el apagamiento de los 
entusiasmos con que los detractores de la teoría 
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se aferran al pretendido fracaso de esta predicción, 

58. Volviendo a prender el hilo del razonamien- 
to que dejé cortado para hablar de la posible con- 
firmación de la teoría por el corrimiento de las ra- 
yas espectrales, parece claro que las ecuaciones del 
movimiento (56, 2) de un punto libre, obtenidas como 
consecuencia del principio (56, 1), satisfacen todas 
las exigencias de la observación y la experiencia, 
puesto que se reducen a las mismas (56, 4) de la 
Ciencia clásica cuando nos colocamos dentro de ios 
límites que señala la sensibilidad de nuestros apara- 
tos de medida. 

Evidentemente, para que las nuevas ecuaciones 
(56, 2) permitan deducir resultados concretos refe- 
rentes al movimiento libre de un punto material, es 
indispensable fijar los valores de los potenciales 
gravitatorios, gik, ni más ni menos que se hace por 
la teoría de Newton. Pero en ésta se resuelve el 
problema mediante la ley de la atracción universal 
que da para el potencial gravitatorio una suma de 
km 

términos - — , donde m es la masa de cada punto 
4 xcr 

atrayente y r la distancia a que se encuentra del 
que sufre la acción, y ahora las gtk se determinan 
fijando la curvatura del Universo, que es propiedad 
que afecta sólo a las vecindades del lugar ocupado 
por el móvil. En efecto: notemos que existen 10 po- 
tenciales gravitatorios gik, de modo que su determi- 
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nación completa requiere- otras tantas ecuaciones. 
Pero es el caso que la teoría de la curvatura (1) de 
una variedad de cuatro dimensiones, obtenida gene- 
ralizando la correspondiente a las superficies, se 
llega a un grupo de 10 ecuaciones diferenciales de 
segundo orden en las guc, consideradas en tal caso 
como componentes del tensor de curvatura . Sim- 
bólicamente las representaremos mediante 

Ga -= 0 . (58, 1) 

Si estas 10 ecuaciones fuesen independientes, de- 
finirían de modo unívoco a las gik y no habría más 
que un sistema de referencia. Pero en el Universo, 
como en las superficies, esto no es exacto: según 
afirma el principio de relatividad, existen infinidad 
de sistemas de coordenadas esencialmente distintos, 
y, sin embargo, equivalentes. Por tanto, las ecuacio- 
nes (58, 1) han de reducirse a seis mediante cuatro 
identidades que las relacionen entre sí. 

Sin duda la curvatura que definen las (58, 1) es 
una consecuencia de las propias masas que hace in- 
tervenir la ley de Newton; pero en la nueva teoría 
su influencia se ejerce sólo por acciones de contac- 
to, mediante la deformación del espacio que mide 
aquella curvatura. Así pudieran compararse estas 


(1) Nota segunda del Apéndice. 
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acciones a las que se ejercen sobre partículas flotan- 
tes en un líquido, en virtud de los cambios de ten- 
sión superficial provocados por el encorvamiento de 
la superficie libre en sus proximidades. 

Cualquiera que sea el grado de sugestividad que 
envuelva la adopción de las ecuaciones (58, 1) para 
definirlas^*, ha de tenerse bien presente que su 
aceptación definitiva ha de supeditarse a la con- 
firmación de los corolarios de ellas deducidos. Es 
ésta dificultad inherente a todas las teorías de acción 
por contigüedad. 

Un primer argumento en su favor se logra com- 
parándolas con la ecuación de Laplace para la teoría 
de Newton, que en atención a (56,5) puede escri- 
birse 


cuya característica es contener las derivadas segun- 
das linealmente. Las primeras derivadas y la propia 
función g u figuran o no, según las coordenadas que 
se elijan. 

Ahora bien: las ecuaciones (58, 1) son de la forma 


A (■§■*«) = 0; 



(58,2) 
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que por la significación de los símbolos r* (§ 56) y 
de g (50, 4), es notorio posee las propias caracte- 
rísticas de la laplaciana. Además, cuando nos con- 
cretamos a la aproximación considerada en el § 56, 
es fácil ver que se confunde con ella; de suerte que 
toda la teoría de Newton aparece como una primera 
aproximación de esta de Einstein. Las diferencias 
entre ambas han de buscarse en los efectos de se- 
gundo orden al alcance de la observación. 

Para preverlas es necesario resolver el complejí- 
simo sistema (58, 2), cuya dificultad es bien mani- 
fiesta si se tiene en cuenta que cada ecuación con- 
tiene 24 términos en las r®. , cada una de las cuales 
encierra 12, y, además, el número total de ellas que 
figura distribuido en las 10 ecuaciones, es 40. No 
es exagerado decir que si este problema se plantea 
con toda generalidad, su resolución alcanza las fron- 
teras de lo sobrehumano, pero no hay medio de es- 
capar a la dificultad, porque hoy sabemos que las 
ecuaciones (58, 2) son las únicas que satisfacen a las 
condiciones características de la laplaciana y que, 
por ende, pueden degenerar en ella en una primera 
aproximación. 

Felizmente, cabe alguna simplificación cuando se 
dispone acertadamente de la libertad que viene a 
concedernos la elección de las coordenadas. Prime- 
ramente cabe constreñir las gij a la condición de que 
su determinante g conserve el valor — 1 que corres- 
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ponde al (56, 3) del espacio euclídeo, con lo cual 
desaparecen los términos en V — g. 

En segundo lugar, es posible conservar la sepa- 
ración del espacio y el tiempo, lo cual supone el 
cumplimiento de las tres condiciones 

Gu = 0. (/= 1,2,3) 

Naturalmente, con esto habremos dispuesto de toda 
la libertad de que gozábamos, y las ecuaciones (58, 1) 
serán ahora un sistema perfectamente determinado 
para deducir los potenciales gravitatorios. 

59. Otro tipo de simplificación puede provenir 
de la naturaleza del problema que se plantee. Acuda- 
mos como ejemplo al caso más sencillo, equivalente 
al problema de los dos cuerpos que Newton abordó 
primero en la Mecánica celeste: un punto material 
que se mueve en el campo de una masa puntual. Di- 
ríamos en el lenguaje propio de las ideas fundamen- 
tales de Einstein: curvatura del espacio provocada 
por una masa puntual. Este es el problema que ha 
de resolverse para hallar la trayectoria de un pla- 
neta en presencia del Sol, sin acciones perturba- 
trices. 

La solución completa de este problema no se ha 
encontrado, pero tampoco es necesaria, pues basta 
conocer los valores de las gik y o, particularmente, de 
las Tí* y f 2 con la aproximación exigida por la Astro- 
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nomía. Es de notar, primero, que f 2 =gu, de modo 
que, dentro de aquella aproximación, según (56, 5) 
Y §36, 


Por otra parte, la simetría esférica que el campo 
gravitatorio debe ofrecer para este caso concreto, 
lleva a adoptar para las y*a: funciones exclusivamente 
de r, de modo que, despreciando términos de orden 


Tí* = (/, k = 1, 2, 3) (59, 2) 


En atención a la condición primera del § 56, o ik re- 
presentará la unidad cuando / = k, y será nulo siem- 
pre que i k. En cuanto a a, la condición g = — 1 

obliga a darle el valor 

4tc 

Se obtiene, pues, 



(59, 1) 


superior al primero en -, 
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El razonamiento esbozado, por el cual se llega a 
esta expresión de cb?, indica que no se halla deter- 
minada unívocamente, ni siquiera podemos aducir 
e n su favor razones de preferencia. La condición 
V— g = 1 tiene ventajas incuestionables cuando se 
trate de problemas generales del campo gravitato- 
rio, pero en oíros concretos puede obligar a cálculos 
demasiado largos. La misma fórmula (59, 3) es me- 
nos sencilla que la 

í/T* = |t — dz¿ — 

1 — — | í/r*+ r 8 í/O s + /*sen*0</<f> 8 j 

a que se llega mediante el uso de las coordenadas 
polares r, 6 y <p, con el pun to de masa m como ori- 
gen, para las cuales ]/ — g*=r 2 senO en vez de la 
unidad. 

60. Como no podía menos, estas expresiones del 
intervalo ponen en evidencia la imposibilidad de 
aplicar la geometría de Euclides al espacio donde 
existe un campo gravitatorio. Refirámonos a la de- 
terminación experimental de la relación de la cir- 
cunferencia al diámetro, cuando el centro de aquélla 
es el punto ocupado por m. Para ello se ha de em- 
plear una reglilla cuya longitud propia es dX\ aplica- 
da a la circunferencia, que puede suponerse dibuja- 
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da en el plano ecuatorial del sistema de referencia 
(59, 4), previo el cambio de signo que corresponde 
a la sustitución de rfc por ¿A, dará dX = rdO y la lon- 
gitud total será 2nr. Si se la hace coincidir con el ra- 
/ a \ — Vi 

dio í/X = II — — I dr , de suerte que el valor nu- 
mérico del diámetro para el sistema en cuestión, 
será mayor que 2 r, y la relación buscada menor 
que ir. 

No está de más advertir que las discordancias en- 
tre estas relaciones métricas experimentales y las 
previstas por la geometría de Euclides, sólo pueden 
apreciarse en condiciones excepcionales. Basta ob- 
servar que cuando m es la masa solar, l,97x 10 83 gr., 
2km 

a = = 2.92 X 10 5 cm., de modo que ya en la 

ot ¿A 

superficie de dicho astro - = 4 19xl0- 6 y — sólo 

r dr 

difiere de la unidad en 2x 10 — 6 . Para puntos más 
alejados, la diferencia disminuye de tal modo que al 
llegar a la órbita de Mercurio 


oc 


r 


2,92 X 1 0 5 
58 X 10 11 


= 50X1 0- 9 o 


dk 

dr 


1.000000025. 


Es interesante señalar que el mismo ejemplo de 
relaciones métricas en el espacio a que vengo refi- 
riéndome, denuncia que la hipótesis de una masa m 
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concentrada en un punto, no puede responder a nin- 
guna realidad, puesto que para hallar la longitud del 

/ a\Va 

radio sería menester integrar d\ — 11 — - 1 dr des- 


de r = 0 al valor correspondiente a la circunferen 
cia, y dicha integración es imposible. Sin detener- 
nos en razones analíticas, basta observar que nues- 
tra reglilla de longitud propia constante, di, al irla 
resbalando cantidades dr sobre el radio vector r, se- 
gún se realiza en todas las mediciones de esta clase, 
y llegar a las proximidades de la circunferencia de 
radio a, avanzaría cada vez menos sin alcanzarla 
nunca, porque la constancia de di exige la anulación 


simultánea de dr 



Pero mucho antes de 


que tal ocurra, habremos alcanzado la superficie ex- 
terior del Sol, y las ecuaciones (58, 1) tendrán que 
ser reemplazadas por otras más complejas, a que 
más tarde me referiré; de suerte que los coeficien- 
tes guc que figuran en las expresiones del intervalo 
(59, 3) o (59, 4), no son aplicables. Para que la difi- 
cultad señalada se presentara dentro de los límites 
en que dichas ecuaciones son válidas, sería menester 
que m fuese más de dos millones de veces superior a 
la del Sol,ocupañdo igual volumen, o sea que la den- 
sidad fuese tres millones de veces mayor que la del 
agua. 

61 . Así, pues, la alteración de la métrica del es- 
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pació ocupado por nuestro sistema planetario, to- 
mando como término de comparación la propia de 
un espacio euclídeo o plano, es insignificante. Sin 
embargo, bastan para transformar en una curva ce- 
rrada la trayectoria de un punto material libre, que 
en éste sería una recta. Sus ecuaciones diferenciales 
se obtienen sustituyendo en las cuatro (56, 2) los va- 
lores de las gik que figuran en (59, 3) o (59, 4). 

Pero ya la simetría del fenómeno revela que si se 
adopta para plano ecuatorial del sistema de coordena- 
das polares aquel definido por la dirección de la veloci- 
dad del punto en un momento cualquiera, dy será cons- 
tantemente nula. Esta circunstancia convierte una de las 
ecuaciones en una identidad, y, además, reduce (59, 4) a 
la forma más sencilla 

dx* = -¡dic — ~ dr 2 - rVfl 2 , (61,1) 

s¡ se designa por y el paréntesis ^1 — Esta reía- 

ción entre las d¿f A , dr , db y dx } puede sustituir a otra de 
las tres restantes, de modo que sólo necesitamos dos 
de ellas; naturalmente, las más sencillas. Cumplen esta 
condición las 


d* 6 _2 dr d0 = 

d-¿ ' r c/t dz ~ 
<P_Zj . d (log y) dr dZj 
di 2 ' dr cfr d~ 
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que por integración dan 

dO h i 

di ~ r* f 

dz A a i 
“ 7 ] 


(61,2) 


la primera expresión da la ley de las áreas y la segun- 
da relaciona los intervalos de tiemóo propio en el pla- 
neta y para el observador supuesto en el Sol, origen de 
coordenadas, a es una constante de integración. 

Estas dos ecuaciones permiten eliminar di y dz K de 
la (61, 1), con lo cual toma la forma 



que derivada respecto de 6 para eliminar a, e introdu- 
ciendo el valor de a, conduce a 


¿2_JL 

J_ _ k 3k (61 , 3) 

¿62 r 4 tu A 2 4iz r 2 ' 


Esta ecuación diferencial corresponde a la trayec- 
toria del planeta, y únicamente difiere de la (35, 2) 
en el último término, en cuya circunstancia recuer- 
da a las correspondientes a los movimientos pertur- 
bados. Además, la relación de dicho término al an- 
A 2 / de \ 2 

terior es 3 — —3 Ir — 1 en atención a (61,2), o 
sea tres veces el cuadrado de la relación de la 
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velocidad normal al radio del planeta a la de propa- 
gación de la luz, cantidad fácil de calcular y que para 
Mercurio resulta ser, aproximadamente, 2,3X10 - 7 . 
Esto autoriza a aplicar un método de aproximacio- 
nes sucesivas a la resolución de (61, 3) que conduce 
directamente a 

j = ^ |1 + * cos [ (e - *„) O ~ «'*)]!' (61 , 4) 


solución que, como era lógico, sólo difiere de la 
(35, 3) en el factor adicional 1 — odí para el arco. 
Notoriamente representa un deslizamiento angular 
de la órbita en su mismo plano y en el propio sentí - 
do del movimiento planetario, de suerte que la lon- 
gitud del perihelio irá variando en lá referida can- 
tidad 8 üj, por lo cual la constante de integración dj 0 
se ha de referir a dicha longitud en un tiempo defini- 
do. La expresión de o¿5 en función de las constantes 
de la órbita es 


0 ( 1 ) = 


127T 2 a 2 

z?0 -e z ) 


(61,5) 


designando por Z 4 la duración de una revolución en 

unidades — de segundo. Para Mercurio su valor nu- 

c 

numérico es 2,2803 X 10 17 , y como 

a = 5,787 X 10 12 cm.ye = 0,2056, 


\ 
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se obtiene = 7,965 X 10 - 8 . Por consiguiente, 
para una revolución completa, el corrimiento del pe- 
rihelio será 2it X 7,965 X 10 - 8 = 5,003 X 10 - 7 
o expresado en segundos de arco 0"1032. Como la 
relación entre las revoluciones de la Tierra y Mer- 
curio es 4,Í52, aquel corrimiento por siglo se eleva 
a 42"9, cuya concordancia con el efecto residual in- 
explicado por la teoría de Newton (§ 17) es verda- 
deramente notable si se adopta el cómputo de New- 
comb (41 "2); pero aun aceptando el más reciente 
de Grossmann (38"), puede considerarse plenamente 
satisfactorio. 

Es imposible buscar aquí la explicación del movi- 
miento del nodo de Venus, que corresponde a un 
cambio de posición del plano de la órbita, ni tampo- 
co la variación de la excentricidad de Mercurio. En 
cuanto al cambio de longitud del perihelio de Marte, 
sustituyendo en (61, 5) los elementos de este plane- 
ta, se encuentra para la variación secular 1" 35, infe- 
rior al residuo (8") que deja la teoría clásica, si bien 
en el sentido conveniente. Sería interesante repetir 
el cómputo de este residuo por si en los cálculos de 
Newcomb existiesen errores que modificaran su 
valor numérico en el mismo sentido señalado para 
Mercurio, con lo cual mejoraría la concordancia. 
Sin duda (61,5), da igual fenómeno para la Tie- 
rra y Venus (3"8 y 8"6); pero la excentricidad 
mucho menor de sus órbitas deja estos efectos fue- 
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ra del alcance de los datos actuales de observación. 

62. La pesantez de la energía, que ya vimos (§ 44) 
impone el postulado de identidad de las masas de 
inercia y gravitatoria , lleva a reconsiderar aquí 
el paso de un rayo luminoso por el campo gravita- 
torio solar a la manera del movimiento de una serie 
de partículas materiales ensartadas en el rayo de 
luz, según ya vimos en el § 44. 

La ecuación (61,3) toma en este caso la forma más 
sencilla 

tf» JL 

r 1 3 km_ ( 62 , 1 ) 

dW r 4~r 1 2 ’ 

en atención a que para la velocidad de la luz d~ = 0, 
de donde la constante de las áreas 



ha de ser h = oo (1). De modo igual que en el caso 

(1) Es interesante llamar aquí la atención sobre una 
circunstancia que acaso no pase desapercibida para el 
lector. La condición h = oo procede del primer postu- 
lado del principio restringido de relatividad, que asigna 
a la velocidad de la luz c el carácter de velocidad 
máxima. Parece, pues, que fundándose el razonamien- 
to (§ 44) en cuya virtud supusimos que la luz es pesada, 
en un corolario de aquel principio, debió también ser esta 

condición base de la deducción del ángulo que el rayo 
se ha de desviar a su paso por las proximidades del 
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del movimiento planetario, el segundo miembro ac- 
túa como una fuerza perturbatriz, de suerte que el 
movimiento no perturbado, para el cual dicho se- 
gundo miembro es nulo, tendría por trayectoria 


si R es la mínima distancia desde el centro del Sol 
al rayo de luz y <p el complemento de 0 — <£. Llevando 
esta solución a (62, 1) se deduce en segunda apro- 
ximación 


que representa una curva hiperbólica, cuyas asín- 
totas se confunden con las direcciones inicial y final 
del rayo. Para obtener la ecuación de dichas asín- 
totas basta hacer r = oo , y teniendo presente la pe- 


Sol. Pero si así lo hubiese hecho, habría obtenido 
para ecuación de la trayectoria R = r eos (0 — &), cuya 
significación es que la luz no se debe desviar, sino que 
el rayo es el normal al radio vector del punto más pró- 
ximo al centro del Sol. Parece de aquí desprenderse 
que el valor entonces hallado para la desviación 0"87, 
que es idéntico al encontrado por Einstein, no debe ser 
compatible con el referido principio, pues en la deduc- 
ción aludida se ha razonado suponiendo que el límite de 
las velocidades posibles es oo y no c. 


r 



1 sen <? km , , , . , * 

— = — r- 1 + (sen* ® + 2 eos* <?) 
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queñez de <p, se puede reemplazar el seno por el 
arco y el coseno por la unidad, lo cual equivale a 
despreciar <p 2 . Entonces la desviación (fig. 21) re- 
sultará 

, Akm 
<t '“ 4 * 1 *»’ 

que es justo el doble de lo obtenido en el § 44; esto 
es, 1"75. 

He aquí un fenómeno cuya previsión escapa tam- 
bién a la ciencia clásica, pero que además no había 
sido denunciado por la observación en la época en 
que Einstein lo dedujo. Además, parece permitir 
criterios escalonados para separar los efectos que 
puedan proceder de los principios generales de di- 
cha ciencia y de la hipótesis de Newton, referente 
a la gravedad. Se comprende el entusiasmo con que 
los astrónomos ingleses acudieron a la resolución de 
este problema durante el eclipse del 29 de mayo 
de 1919. 

Sólo durante estos fenómenos cabe hoy por hoy 
la posibilidad de contrastar mediante la observación 
tales resultados teóricos, porque es únicamente del 
interior del cono de sombra arrojado por la Luna 
sobre nuestra atmósfera, desde donde se pueden 
percibir estrellas que se proyectan sobre la esfera 
celeste bastante cerca del limbo del Sol para que el 
valor de 4 sea apreciable. Sin la interposición de la 
pantalla lunar, la luz difundida por la atmósfera es 
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mucho más intensa que la que percibimos de las es- 
trellas, haciendo imposible la visión. Pero, además, 
aquel eclipse ofrecía circunstancias excepcionales 
por la abundancia de estrellas brillantes en la región 
del cielo ocupada por el Sol en el mes de mayo. Por 
desgracia, esta feliz coyuntura ofrecida por la Na- 
turaleza casi inmediatamente después de formularse 
la teoría fué contrapesada por las nefastas conse- 
cuencias de la guerra europea. Sólo los astrónomos 
ingleses contaron con medios, energías y entusias- 
mo para emprender este trabajo trascendental para 
la historia de la ciencia, y organizaron dos expedi- 
ciones dirigidas: launa, por A. C. D. Crommelin, 
que se instaló en Sobral, al Norte del Brasil; la otra, 
por A. S. Eddington, el incansable propagandista de 
las ideas de Einstein, que se estableció en la isla 
Príncipe, del Golfo de Guinea. 

Fueron los primeros más afortunados en sus ob- 
servaciones por la perfección de las placas fotográ- 
ficas obtenidas de la región del cielo en que se ha- 
llaba el Sol eclipsado; pero las de los segundos cons- 
tituyen una plena confirmación de aquéllas, de valor 
tanto mayor cuanto que se referían a un lugar de 
condiciones bastante diversas de las características 
de la primera estación. Además, en Sobral, algún 
tiempo después, se fotografió con el mismo sistema 
óptico la región del cielo en que el Sol se proyecta- 
ba el 29 de mayo, cuando nuestro astro central es- 
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taba ya muy alejado de ella, y en Príncipe se obtu- 
vieron inmediatamente fotografías de otras regio- 
nes celestes que, comparadas con otras obtenidas en 
Inglaterra, habrían de permitir el descubrimiento de 
cualquier modificación en los instrumentos por el 
viaje y la diferencia en las condiciones climatoló- 
gicas. 

Todas estas observaciones probaron que la des- 



viación de los rayos luminosos era un hecho innega- 
ble, y además también exacta la inversa proporcio- 
nalidad entre ella y la distancia al centro del Sol del 
lugar en que se proyecta la estrella, según se des- 
prende de la figura 26 , trazada con los datos obteni- 
dos en Sobral. Del conjunto de estos hechos resulta 
confirmada una vez más la expresión para la masa 
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de la energía que deriva del principio de relativi- 
dad, así como también el postulado de equivalencia 
de Einstein. Pero no para ello aquí. En la misma fi- 
gura están dibujadas las rectas que definen los va- 
lores de en función de según se acepte la teo- 

K 

ría de Newton, ON, o la de Einstein, OE, y ya en 
ella es evidente la mayor precisión con que éste'últi- 
mo traduce los resultados de la observación. Si se 
prefiere el valor numérico que se deduce para la 
desviación de un rayo rasante al limbo solar, los re- 
sultados son: 

Sobral 1"98±0"12) 

/ 1"79* 

Príncipe 1"61±0"30) 

de modo que habida cuenta de los errores posibles, 
cuya magnitud se traduce por el error probable con- 
signado, estos números coinciden con el previsto 
teóricamente. 

63 . Aquí, como en el caso del movimiento del 
perihelio de Mercurio, son muchos los que no acep- 
tan los resultados de Crommelin y Eddington como 
una prueba incontestable de la teoría de Einstein. 
Se ha señalado el escaso peso que puede atribuirse 
a las observaciones de los astrónomos ingleses en 
atención al instrumental de que pudieron disponer 
dada la pequenez de la desviación, pues en las pla- 
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cas fotográficas a un segundo de arco correspondían 
unas siete milésimas de milímetro. Se ha pensado en 
un efecto de refracción producido por una posible 
atmósfera gaseosa solar, y en atención a que la den- 
sidad que habría de serle atribuida excede grande- 
mente los límites permitidos por otros fenómenos 
(como la presión que dichos gases ejercerían en la 
capa donde se produce el espectro solar de absor- 
ción, la perturbación que engendraría en la marcha 
de los cometas que se han acercado a distancias bas- 
tante menores de nuestro astro central, la disminu- 
ción de brillo que habría provocado en la imagen de 
las estrellas por efecto de la absorción, y la propia 
luz difundida por dicha atmósfera, que le daría un 
brillo incompatible con los resultados de la observa- 
ción) se ha sugerido la hipótesis de un gas especial, 
acaso el productor de las líneas coronales, cuya re- 
fracción fuese excepcionalmente grande, sin parar 
mientes en las dificultades que tal hipótesis, unida a 
una absorción y difusión despreciables, tiene para 
las teorías de estos fenómenos, plenamente confirma- 
das en el terreno experimental. También se ha traí- 
do a cuento la llamada refracción anual, descubierta 
recientemente por Couvoisier, no porque se le pue- 
da atribuir el fenómeno discutido, sino como ejemplo 
de las causas posibles de él, independientes de la 
teoría de Einstein. 

Dejando a un lado la refutación de cada una de 
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estas hipótesis particulares con que se quiere reem- 
plazar la teoría del físico alemán, he de señalar sim- 
plemente su carácter específico para la sola inter- 
pretación de este fenómeno, sin que encuentren apo- 
yo en ninguno otro, y menos parentesco ostensible 
con las interpretaciones, también ad hoc, a que me 
refería en el caso del movimiento del perihelio de 
Mercurio y el corrimiento de las rayas espectrales. 
Precisamente en la unidad que la teoría einsteiniana 
forma con los dos primeros hechos, aparentemente 
tan dispares, se halla su más fuerte sostén. Ellos son 
dos consecuencias que de la teoría surgen, sin que 
en ningún momento de su desarrollo hayan servido 
de faro que guiase los razonamientos de su autor, ni 
tampoco sirviesen para dar valor a constantes que en 
los cálculos se hubiesen conservado indeterminadas. 
De esta circunstancia procede el que la conformidad 
entre la observación y las predicciones teóricas 
sean argumentos decisivos en pro de las ideas de 
Einstein. 

Esto no es negar la posibilidad, y aun la probabi- 
lidad, de que en fenómenos tan complejos como el 
paso de la luz por las vecindades del disco solar y a 
través de la región de nuestra atmósfera perturba- 
da por el paso del cono de sombra lunar, no inter- 
vengan acciones que influyan sobre el resultado per- 
ceptible, aunque sólo como términos correctivos. Es 
de notar a este propósito que L. A. Bauer ha seña- 
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lado la existencia de una marcha sistemática en la 
distribución de los errores cuando se calcula la des- 
viación correspondiente al borde solar partiendo de 
las diferentes estrellas observadas en Sobral, toman- 
do en consideración su proximidad al eje o el plano 
del ecuador de nuestro astro central. Tal efecto, que 
parece real, resulta sin duda alguna del juego de un 
agente modificador del fenómeno, que no altera lo 
esencial del mismo. 

Por otra parte, ¿cuál es el fundamento lógico de 
todas las resistencias ofrecidas contra la teoría de 
Einstein? ¿Es que ella supone la más ligera conmo- 
ción de cuanto se ha construido por la ciencia clási- 
ca en el terreno positivo? Evidentemente no, pues 
hemos visto repetidamente que, dentro de la aproxi- 
mación requerida por las observaciones y experien- 
cias que trataba de explicar, se confunden ambas. 
Precisamente falla la ciencia clásica cuando ne- 
cesita forzar sus métodos, bien por la acumulación 
de efectos pequeños, que es el caso de Mercurio, 
bien por la intervención de velocidades grandes, 
como en la propagación de la luz. En cambio, se- 
gún se ha visto, la teoría de Einstein continúa su- 
ministrando resultados conformes con la observa- 
ción. 

De aquí resulta con plena evidencia que aquellos 
recelos mentales con que se miran las nuevas ideas 
nacen por una extrapolación inaceptable de la hipó- 

«7 


FUNDACIÓN 

JUANELO' 

TURRIANO 



253 


fl. CABRERA 


tesis de Newton. Habituados a su eficacia para la 
interpretación de la mayoría de los fenómenos com- 
plejos que la observación astronómica descubre, re- 
ducidos por la sencillez formal de la ley nos 

hemos acostumbrado a otorgarle el valor de una 
imposición de la Naturaleza. Mejor que de una 
cuestión científica, se trata de un problema psico- 
lógico. Se ha dicho muchas veces que si Faraday 
no se hubiese encontrado tan ayuno de prepara- 
ción matemática adecuada para conocer en toda 
su magnificencia la construcción teórica cimenta- 
da en la hipótesis de acciones electromagnéticas a 
distancia, cuyas leyes elementales fueron calcadas 
en la ley de Newton, no habría sembrado la semi- 
lla de la teoría que luego desarrolló su discípulo 
Maxwell, y que terminó por barrer completamente 
las ideas que parecían inconmovibles de Foinson y 
Gauss. Quizá, gracias a esta derrota del ídolo en 
el campo de los fenómenos físicos, hoy ofrecen me- 
nos resistencia a las nuevas ideas los espíritus de- 
dicados al cultivo de esta ciencia que los astró- 
nomos, en cuyo propio dominio es este el primer 
intento serio hecho en el sentido de relegar a un 
simple instrumento de cálculo la repetida ley de 
Newton. 

Llevada la cuestión a este terreno, es indudable 
que la mayor complejidad de la teoría de Einstein 
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está sobradamente compensada por la eliminación de 
las acciones a distancia que han permanecido siem- 
pre incomprensibles para cuantos no hayan embota- 
do el sentimiento filosófico por un culto excesivo del 
formulismo matemático. 


\ 
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CAPÍTULO VII 


El Universo, la materia y la electricidad 

64. Resumen del capítulo precedente.— 65. Ecuacio- 
nes generales de campo gravitatorio en el seno de 
la materia.— 66. Principio de la mínima acción apli- 
cado al campo gravitatorio.— 67. Influencia de este 
campo en los fenómenos electromagnéticos. —68. 
Forma definitiva de las ecuaciones del campo: cur- 
vatura total del Universo según Einstein.— 69. Di- 
mensiones del espacio.— 70. El problema de la finitud 
del espacio. — 71. El Universo de Sitter.— 72. Exten- 
sión del intervalo fundamental: hipótesis de su inva- 
riancia en la teoría de Einstein.— 73. El aforo del Uni- 
verso según Weyl.— 74. Sistema de aforo y electrici- 
dad.— 75. Consecuencias que se derivan de la teoría 
de Weyl para la Filosofía natural.— 76. El éter. 

t 

64. Conviene a la clara percepción del conteni- 
do de este capítulo que comience resumiendo lo di- 
cho en el anterior, pues las predicciones de la teo- 
ría de Einstein, en él tratadas, se mantienen al al- 
cance de la observación y la experiencia hoy posi- 
bles, y a su confirmación tenemos que atenernos 
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para otorgar nuestro asentimiento a otros corolarios 
más especulativos, siquiera de trascendencia filosó- 
fica superior, y aun a extensiones que las ideas de 
Einstein han tenido en manos de otros hombres de 
ciencia, y particularmente de Weyl. Los unos y las 
otras son el objeto de este capitulo. 

El principio de equivalencia de un movimiento 
acelerado del sistema de referencia con un campo 
gravitatorio, es la clave de toda la teoría de Eins- 
tein. El cambio de ejes sin limitación obliga a reem- 
plazar la expresión sencilla del intervalo (50, 1) por 
la más compleja (50, 3), y el referido principio da a 
los coeficientes gik de esta última un sentido físico, 
considerándoles característicos del campo. Digo ca- 
racterísticos, pero sin querer significar que a cada 
campo corresponda un sistema definido y único de 
tales coeficientes. El principio de relatividad consis- 
te esencialmente en la incapacidad para reconocer el 
verdadero campo gravitatorio, separándolo de todo 
vestigio de movimiento arbitrario en el sistema de 
referencia. Por consiguiente, son posibles diferentes 
modos de coordinar los sucesos que en el Universo 
se desarrollan; esto es, podemos a nuestro capricho 
elegir el sistema de coordenadas jg lt z 2 , z 3 , z¿, con la 
misma libertad que sobre una superficie es posible 
fijar la posición de sus puntos mediante sistemas de 
líneas dibujados en ella. Con la misma libertad, y no 
con más. La naturaleza de la superficie en este caso, 
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y la existencia real del campo gravitatorio en el otro, 
ponen trabas a nuestro capricho, puesto que los 
coeficientes del intervalo elemental ds han de sa- 
tisfacer a las condiciones de curvatura, que para 
el campo gravitatorio vimos están expresadas por las 
diez ecuaciones de derivadas parciales 

G a = 0, (64, 1) 

entre las cuales existen cuatro relaciones que las ha- 
cen equivaler a sólo seis independientes. 

También existen razones de diferente orden que 
llevan a dar preferencia a determinados sistemas 
de coordenadas. Tal es el conservar separados el 
espacio y el tiempo, adoptando para el intervalo la 
forma 

ds 2 = ikdzidzk — f 2 dz 4 , (64, 2) 

l,Jí,3 

o elegir aquellos para los cuales el determinante g 
sea constantemente igual a — 1. 

Esta libertad conviene frecuentemente utilizarla 
para que en un dominio elemental del Universo, esto 
es, en un lugar definido del espacio y en un instan- 
te determinado, se pueda reducir el intervalo ele- 
mental a la forma clásica en la relatividad restrin- 
gida 

ds 2 = dz x 2 -j- dz a 2 + dz£ — dz¿, 

aunque fuera de dicho dominio vuelve a adoptar la 
forma general. Con un leguaje más físico puede de- 
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cirse que es posible en un lugar y un instante deter- 
minado anular la gravitación (por ejemplo, cuando 
el laboratorio cae libremente en el espacio); pero si 
extendemos el conocimiento del Universo desde este 
dominio al exterior, no es posible prescindir de los 
efectos correspondientes a ella. Dicho conocimiento 
supone realizar medidas de longitud y tiempo, y las 
reglas y relojes que para tal fin son empleados su- 
fren los cambios aparentes de dimensiones a que tan- 
tan veces se ha aludido y que impiden la aplicación 
de la geometría de Euclides. 

En todo esto la analogía con la teoría de las super- 
ficies en la forma en que podría ser formulada por un 
hohioide que en ella habite sigue siendo estrecha. En 
una región muy pequeña cabe identificarla con su 
plano tangente, aplicando a sus relaciones métricas 
aquella geometría; pero en cuanto se extiende el do- 
minio estudiado, es necesario atenerse a las condi- 
ciones impuestas por la curvatura que corresponde 
a las ecuaciones (64, 1). La posibilidad de este estu- 
dio en la forma establecida por Riemann, descansa 
en la invariancia del intervalo ds, que, traducida al 
lenguaje vulgar, equivale a afirmar que la reglilla 
que se utiliza por el homoide para sus medidas se 
conserva idéntica a sí misma, sea cual fuere el lugar 
que ocupe y el camino por el cual se la ha llevado 
hasta él. Bien entendido, la identidad aludida se re- 
fiere sólo a su extensión o longitud, pues por virtud 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


264 B . CABRERA 

de la curvatura del Universo, si suponemos que una 
misma regidla se transporta paralelamente a sí mis- 
ma desde un punto A a otro B, siguiendo dos cami- 
nos diferentes, las dos respectivas posiciones finales 
en B formarán un ángulo finito. 

En aquella hipótesis de la invariancia de ds se 
apoya la deducción de las ecuaciones del movimien- 
to de un punto material, libre de toda acción exter- 
na. Tal movimiento sólo es rectilíneo y uniforme, 
como requiere el postulado de la Mecánica clásica, 
cuando el espacio es euclidiano; esto es, en el su- 
puesto de que no exista campo gravitatorio. Caso 
contrario, el espacio es curvo y la trayectoria del 
punto libre será una línea geodésica, como nos en- 
seña la Dinámica ocurre para un punto obligado a 
permanecer en una superficie. Esta geodésica del es- 
pacio es la proyección en él de la hodócrona del Uni- 
verso que expresa su ley de movimiento, que tam- 
bién es una geodésica. 

Cuando en las ecuaciones generales así obtenidas 
(56, 2) nos limitamos a una primera aproximación, 
despreciando términos que generalmente escapan al 
alcance de nuestra percepción, resultan idénticas alas 
deducidas por la Mecánica para el caso en que exista 
un campo newtoniano. Paralelamente las ecuaciones 
(64, 1) degeneran en la de Laplace 

*V = 0, 
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característica de dicho campo. Pero si avanzamos 
más la aproximación concretándonos al caso sencillo 
de una masa atractiva única, se obtienen para los 
puntos de velocidad pequeña órbitas casi cerradas y 
prácticamente idénticas a las elipses planetarias, su- 
puestas girando en su propio plano con velocidad an- 
gular determinada. Este giro coincide exactamente 
con el efecto residual que la teoría de Newton es in- 
capaz de explicar para Mercurio. Cuando la veloci- 
dad del punto es grande, la trayectoria es una hipér- 
bola, conforme también con aquella teoría; pero el 
ángulo de las asíntotas es menor, como corresponde 
a un giro de la órbita, y a ello es debida la desviación 
de los rayos de luz que pasan próximos al Sol, com- 
probada en el eclipse de 29 de mayo de 1919. 

La visión de esta maravillosa síntesis es bastante 
para borrar de la mente de cuantos la perciban toda 
inercia intelectual, originada por el apego a hipóte- 
sis que fueron rectoras de la educación científica de 
las últimas generaciones, y permiten penetrar con 
mayor confianza en otros aspectos de la teoría de 
Einstein. 

Pero antes conviene que insista un momento sobre 
la naturaleza de la explicación que ella da de la 
gravitación, para poner de relieve que no se trata 
de una reducción de las fuerzas de Newton a otras 
formas de energía, que era la tendencia constante en 
todos los intentos que se han producido de Newton 
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acá, y que someramente recogí en el cap. V. La teoría 
de Einstein interpreta todas las particularidades de 
los movimientos de los cuerpos celestes por la cur- 
vatura que en el espacio producen la materia y la 
energía. Así la gravitación es una condición impues- 
ta a los movimientos por la naturaleza del espacio, 
no una fuerza o agente activo que intervenga en 
ellos, y precisamente aquí está la razón de aquellos 
fracasos a que aludía. Quizá algún lector se sienta 
inclinado a preguntar: ¿por qué la materia produce 
la curvatura del espacio? Pero esto es una cuestión 
que trasciende de la ciencia actual, si es que no nos 
conformamos con atribuir a la curvatura en cuestión 
el carácter de verdadera esencia de la materia, con- 
forme con el punto de vista de Eddington. 

65. Dando por plenamente justificado que las 
ecuaciones 

G** = 0 


expresan las condiciones que han de ser satisfechas 
por las gik en presencia de una masa puntual única, 
y aun cuando se trate de una distribución discreta 
de materia, se ofrece inmediatamente el problema 
de extender dichas ecuaciones al caso de una distri- 
bución continua sobre un volumen finito, para un 
punto inferior a él. 

La ciencia clásica procedió para la resolución del 
mismo problema en una forma que a grandes rasgos 
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podemos describir en estos términos. Puesto que el 
potencial gravitatorio V es una cantidad escalar, 
cuando en vez de una masa puntual única existe un 
conjunto distribuido discretamente en el espacio, 
dicha función se obtiene por simple suma de los po 
tendales correspondientes a cada una, 

v = y— 

4 Tzr ’ 

Imaginemos ahora que el número de masas pun- 
tuales crece, acortándose sus distancias hasta re- 
basar el poder separador de nuestros métodos de 
observación. La anterior expresión de V sigue sien- 
do rigorosamente exacta, pero inaplicable, tanto en 
atención al escaso poder separador a que aludía, 
como en virtud de la limitación de nuestra capaci- 
dad intelectual. La dificultad la salva la Física ma- 
temática por un paso al limite que conduce a reem- 
plazar la ecuación de Laplace por la 

AV = — ¿p 0 , (65, 1) 

# 

que lleva el nombre de Poison. En ella p 0 es la den- 
sidad de la materia supuesta en reposo. 

Para seguir el mismo método en la teoría de Eins- 
tein se tropieza con que ios potenciales gravitato- 
rios gi¡ constituyen aquí las componentes de un 
tensor, que además no entran linealmente en las G //. 
Por consiguiente, ajustándose al rigor analítico más 
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estricto, es imposible proceder L ahora del modo que 
hemos recordado; pero nada impide que se tome 
(65, 1) como guía, buscando un grupo de ecuaciones 
que con ella se confunda en primera aproximación. 

Es notorio que los primeros miembros han de ser 
los mismos que simbólicamente se designan por G,y. 
EnHlos segundos deben figurar las componentes de 
un tensor que degenere en ¿p 0 para la aproximación 
que convierta las G,y en AV. Cumplen con esta con- 
dición las siguientes 10 magnitudes que esquemáti- 
camente se representan por T^: l.°, las seis compo- 
nentes de las presiones y tensiones que pudiéramos 
llamar elásticas y se ejercen en el seno de la mate- 
ria; 2.°, las tres cantidades de movimiento para la 
unidad de volumen que la ciencia clásica expresa 
mediante el producto de la densidad de materia por 
las velocidades locales paralelamente a los ejes coor- 
denados, y 3.°, la densidad de energía, o también de 
masa, puesto que el principio restringido identifica 
ambas magnitudes. Cuando no existen movimientos 
en el seno de la materia, que es el caso en que las 
G ij se reducen a AV, ias nueve primeras componen- 
tes T íj se anulan y sólo queda T 44 = p 0 > de modo 
que siguiendo la analogía señalada, parece suficien- 
te escribir 

G*> = kTij. (65,2) 

Pero tratándose de una ley natural, el principio de 
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relatividad exige el cumplimiento de ciertas condi- 
ciones de invariancia que no llenan las ecuacio- 
nes (65, 2). Por ello Einstein introduce en su lu- 
gar las 

Gij-^gijG = -kT ih (65,3) 

donde G es una magnitud escalar definida por 

G = (65,4) 

V 

Lo mismo en (65, 2) que en (65, 3), los primeros 
miembros de las 10 ecuaciones representadas simbóli- 
camente por cada una de aquéllas, siguen ligados 
por las cuatro relaciones a que varias veces me he 
referido. Dicho se está que esto impone cuatro rela- 
ciones equivalentes entre las 10 componentes del 
tensor T//, cuya naturaleza, puramente mecánica, 
resulta claramente de la enumeración de las compo- 
nentes que hice arriba. Precisamente estas cuatro 
relaciones son la expresión de los llamados teore- 
mas de conservación en la Mecánica clásica. El de 
la conservación de la energía, que afirma la igualdad 
del incremento de energía al trabajo de las fuerzas; 
y el teorema de la conservación de la cantidad de 
movimiento, traducido por la igualdad de las varia- 
ciones de las tres componentes de dicha cantidad a 
las fuerzas que proceden de las presiones y tensio- 
nes elásticas. 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


270 


B. CABRERA 


Esta obtención de los teoremas recordados como 
una consecuencia de las ecuaciones (65, 2) y (65, 3), 
viene a justificar la forma de las leyes generales del 
campo gravitatorio, cuando se consideran los referi- 
dos teoremas de la Mecánica clásica como principios 
fundamentales de la Filosofía natural; o, recíproca- 
mente, si aquellas ecuaciones se juzgan establecidas 
con plena garantía, constituyen base suficiente para 
edificar la nueva ciencia. 

66. El método arriba bosquejado para deducir las 
ecuaciones generales del campo gravitorio (65, 3), es el 
camino por el cual llegó Einstein a su descubrimiento. 
Pero una vez encontradas, es posible ordenar nuestros 
conocimientos con mayor rigor lógico, concentrando en 
un postulado inicial todas las hipótesis que se hallan 
distribuidas en el curso de los razonamientos anterio- 
res. No añade esto un adarme a la verdad de la teoría» 
pero aumenta considerablemente su belleza» 

El caso no es nuevo. Ya dije (§§ 5 y 24) que la Diná- 
mica puede deducirse del principio de Hamilton, más 
conocido en Física con el nombre de principio de la mí- 
nima acción, 


donde H es una función explícita de los parámetros q¿ 
que definen el sistema (coordenadas generalizadas) y 
de sus derivadas respecto al tiempo. La integral se de- 
nomina acción entre t 0 y t t . Este principio significa que 
el tránsito espontáneo del sistema mecánico considera 
do libre de acciones exteriores de uno a otro de lps 



(66, !)■ 
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estados correspondientes a los valores t 0 y t x de /, se 
produce de modo que la acción no cambie de valor nu- 
mérico si se altera infinitamente poco el proceso evo- 
lutivo entre ellos: es, pues, una magnitud estacionaria. 
En su virtud, sencillas transformaciones de cálculo lle- 
van a escribir (66, 1) en la forma 

di = 0, 

y como los oqi tienen valores arbitrarios, deberá veri- 
ficarse 

Qi = 0, 

que son las i ecuaciones dinámicas del sistema; una por 
cada parámetro q { 

He de recordar que este principio se convierte en un 
teorema cuando se desarrolla la Mecánica partiendo de 
los postulados clásicos o. de los propios de la relativi- 
dad restringida, siendo H, para los sistemas más inte- 
resantes, la diferencia de las energías cinética y poten- 
cial. Por el contrario, cuando se adopta (66, 1) como 
ley fundamental, conviene dejar a dicha función una 
completa libertad de forma, pues el propio principio de 
la conservación de la energía es corolario suyo. 

No son las ecuaciones de la Dinámica las únicas le- 
yes naturales que se obtienen admitiendo la existencia 
de (66, 1). En diversos capítulos de la Física, y muy 
particularmente en la teoría de los fenómenos electro- 
magnéticos (Larmor y Schwarzschild), se llega por este 
camino a deducir con elegancia insuperable sus leyes 
fundamentales (pág. 56). En estos casos, dicho se está 
que H contiene otras variables que las geométricas y 
el tiempo, cuyos incrementos arbitrarios definen la mo- 




B . CABRERA 


dificación del estado físico que deja estacionaria la ac- 
ción; parala Electrodinámica estas variables .pueden 
ser los potenciales P/. El problema está reducido en 
cada caso concreto a encontrar la función de Hamilton 
apropiada. 

Lorentz y Hilbert, los primeros, e inmediatamente el 
propio Einstein, lograron una aplicación adecuada de 
este método a la teoría de la gravitación, empleando 
como función de Hamilton la curvatura G. En efecto: 
dicha magnitud, definida en (65, 4), es una propiedad 
intrínseca del Universo, y por tanto, un invariante para 
cualquier cambio del sistema de referencia. Como tam- 
bién lo es 

V— g dz l dz 2 dz z dz i = V—tg dZ, 

en virtud de un teorema conocido de la teoría general 
del cambio de variables, evidentemente cumplirá la 
misma condición el producto de ambas magnitudes, así 
como su integral sobre un dominio finito y determi- 
nado D, 

Í D V~g GdZ = / D ~§dZ. 

Pero esta invariancia se expresa mediante 

B/ d ^/Z=0, 

donde el símbolo <> afecta a las g*k y sus derivadas res- 
pecto de lasa'/, que son las variables de quienes depen- 
de G, y cuyos valores caracterizan al sistema de coor- 
denadas. Aquí dZ corresponde a dt en (66, 1), como el 
dominio D al intervalo t t — / 0 . de suerte que en sus 
fronteras se anulan las variaciones representadas por 
el símbolo La misma transformación analítica que en- 


(66, 2) 

1 

(66, 3) 
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tonces llevará, por consiguiente, a escribir en vez de 
(66, 3) 

íftfigtA dZ = 0 , 


y los coeficientes de las son las ecuaciones del 
campo gravitatorio (65, 3). 

67. Acabo de decir que el principio de la mínima 
acción ha sido aplicado para deducir las ecuaciones del 
campo electromagnético. Añadiré ahora que es el mé- 
todo adecuado para obtenerlas en su forma más ge- 
neral, aplicable a cualquier sistema de referencia, en 
cuya forma va contenida la solución de un problema 
físico trascendental. Me refiero a la influencia, tantas 
veces buscada sin éxito, de la gravedad sobre los fenó- 
menos eléctricos y magnéticos de todo género, e inver- 
samente. Ya hice notar (§ 49) que gracias al principio 
de equivalencia puede llegarse al descubrimiento de 
las influencias en cuestión , determinando los cambios 
que en las ecuaciones aludidas produce la aceleración 
del sistema de referencia, o dicho de otro modo, como 
figuran en ella los potenciales gravitatorios gik . 

No cabe en los límites de este libro seguir los razo- 
namientos que conducen a dichas ecuaciones. Como 
siempre, todo el problema estriba en buscar la función 
de Hamilton, pero aquí no es dificultad grave, puesto 
que ha sido ya resuelto en la ciencia clásica; por cierto, 
conservando para dicha función la forma de diferencia 
de dos términos, que pueden considerarse equivalentes 
a las energías cinética y potencial de la Mecánica. Los 
parámetros, arbitrariamente incrementables, son los po- 
tenciales Pi y relacionados con las componentes del 

18 
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campo por las ecuaciones (10, 5) y (10, 11), de las cua- 
les derivan las de ligadura (10, 12), 


Nótese que este primer grupo de ecuaciones, por co- 
rresponder a la definición de los campos, no se altera 
al pasar a la ciencia del principio de relatividad ge- 
neral. 

El segundo grupo, que es el deducido mediante el 
principio de mínima acción, adopta la forma 


Quizá no esté de más justificar estas ecuaciones ha- 
ciendo notar que se reducen a las (10, 14) cuando se da 
a las gik los valores (56, 3). En efecto; en primer tér- 
mino, V—g= l.con lo cual las c € l y 6 lk se confunden 
con las C¿ y hik. En segundo lugar, cada una de estas 
últimas toma los valores 


en la tercera ecuación el signo — corresponde al caso 
en que sólo uno de los índices /, 1c sea 4, y el — a los 
restantes. Así, por ejemplo, 


dhij , dhjk , dhki 
dxk ' dxi ' dxj 



en la cual 


c g<=y— g c* , /¡ ik = V^g- h ¡k 

O' = Hgtk Ck h ik = trgksfi rs- 


k rs 


C 4 = C 4 , C«= — C, (/ = 1, 2, 3) 

h ik = ¿ hik\ 



dx z 


is 


^12 


áx 2 ’ 
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y análogamente para las otras componentes. Ahora 
bien: reemplazando las hik por sus valores (10, 5) y 
(10, 11), y teniendo en cuenta la (10, 15), se vuelve a la 

C, = -QP,-. 

Ya he llamado la atención sobre la pequeñísima dife- 
rencia entre los valores de las gik que corresponden a 
nuestro campo gravitatorio y los (56, 3), y ello da cum- 
plida explicack n de cómo la experiencia ha sido hasta 
hoy incapaz de descubrir la influencia de la gravedad 
en los fenómenos electromagnéticos. 

68. Las ecuaciones de la forma (65, 3) para el 
campo gravitatorio no son las únicas que satisfacen 
a las condiciones recordadas en el § 65. El propio 
Einstein adoptó la forma más general 

G,>- - Jffo (g- ~ G 0 ) = - kTij, (68, 1 ) 

donde G 0 es una constante positiva, y cuya diferen- 
cia esencial con (65, 3) y toda la teoría que precede 
estriba en la naturaleza del espacio fuera de los lu- 
gares ocupados por la materia; es decir, donde to- 
das las T ij se anulan. En ella, para las regiones en 
cuestión, todas las componentes del tensor G ij son 
nulas, y por tanto, también la propia curvatura; pa- 
ra el nuevo punto de vista, si se multiplica cada 
(68, 1) por su gV correspondiente y se suman los 
resultados, en virtud de (65, 4) y de la propia signi- 
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ficación de estos factores, así como habida cuenta 
de la teoría de determinantes, que conduce a 


Esta ecuación tiene una significación física inte- 
resante. Cuando se da a las ecuaciones del campo la 
forma (65, 3), puesto que fuera de la materia G = 0, 
se puede elegir la forma de las gij de modo que a 
distancia infinitamente grande tengan los valores 
(56, 3), que corresponden a un Universo plano, o 
euclídeo; la curvatura que la materia determina en 
él puede compararse con la que producen las par 
tículas flotantes en la superficie libre de un líqui- 
do (§ 58). El caso es otro para las (68, 1), pues sien- 
do G 0, aunque no exista materia, dicho se está 
que en el infinito el Universo no puede ser plano, 
ni las gij han de tender a los valores (56, 3). 

Conviene salir al paso de una objeción que el lec- 
tor puede formular a poco que medite sobre el pun- 
to de vista que ahora desarrollamos, comparándole 
con las aplicaciones de la teoría de Einstein hechas 
en el capítulo precedente para explicar el corrimien- 
to del perihelio de Mercurio y la desviación de los 
rayos luminosos. Los valores de gij que entonces se 



v 


se obtiene 


G = G„ y G«> - gij (68,2) 
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utilizaron fueron expresamente elegidos de modo 
que en el infinito se cumpliese la condición (56, 3), 
que acabo de afirmar es esencialmente inaceptable. 
Pero la contradicción se desvanece siempre que G 0 
tenga un valor bastante pequeño, para que dentro 
de los límites de los errores de observación se pue- 
dan despreciar los segundos miembros de (68, 2), 
condición que veremos en seguida debe cumplirse. 

Para seguir adelante en este camino conviene vol- 
ver a la forma de d* 2 correspondiente a (50, 5), en 
la cual se encuentran separados el espacio y el tiem- 
po, de modo que las gi± son todas nulas, así como 
las g i4 >. Además, nos atendremos a la aproximación 
que puede suministrar la hipótesis de una distribu- 
ción uniforme en el espacio de toda la materia que 
integra la Naturaleza, suponiendo, además, que las 
velocidades de los puntos en movimiento son prác- 
ticamente nulas; hipótesis conforme con la observa- 
ción, ya que la unidad en que dichas velocidades se 
miden es c = 3 • 10 10 cm. sec -1 . Entonces las 
componentes del tensor T *>• son prácticamente nulas, 
con la sola excepción de 

T 44 = ¿p- 

Si la distribución aludida de la materia ha de ser 
también permanente, g u debe tener un valor cons- 
tante que nada impide se identifique con la unidad. 
En cuanto a los demás potenciales gij (/, j =1,2, 3). 
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Einstein les atribuye los valores que corresponden a 
la generalización de la fórmula para el elemento de 
arco sobre la esfera, utilizando coordenadas polares, 

dr& = — R 2 [<afy 2 + sen 2 x {dW + sen 2 6úty 2 )] + dz¿. 

Entonces, la realización de los cálculos indicados 
en (58, 2) conduce a 


Según estas fórmulas, el Universo de Einstein tie- 
ne una curvatura nula en el sentido del eje de los 
tiempos, z±, mientras según las restantes dimensio- 
nes, aquélla es constante y positiva. Se trata, pues, 
de un Universo cilindrico de cuatro dimensiones, cu- 
yas secciones rectas, que constituyen nuestro espa- 
cio, son superficies hiperesféricas de tres dimensio- 
nes: las hodócronas de los cuerpos que ocupan po- 
siciones fijas son rectas que señalan un sentido de- 
finido a la evolución de los tiempos, mientras las 
trayectorias descritas por aquellos que se muevan 
libres de toda acción externa serán líneas cerradas 
en el espacio. 

Pero sigamos en la evaluación de las característi- 



y por (65, 4) 



(68,4) 
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cas de este Universo, para cuyo fin podemos utili- 
zar una cualquiera de las ecuaciones (67, 1), en que 
/ =/ = 1 , 2 ó 3 y la correspondiente a / = / = 4; 
o sean 


Sustituyendo los valores (68, 3) y (68, 4) se con- 
vierten en 


La primera de las expresiones encontradas da el 
valor de la constante universal Q 0 en función de R, 
que en virtud de (68, 4) podemos considerarle como 
radio de la hiperesfera que constituye nuestro espa- 
cio; mientras la segunda define este radio en función 
de la densidad uniforme de materia. Aquélla repre- 
senta la curvatura del espacio en el vacío, y corres- 
ponde a una realidad física; ésta es sólo el promedio 
de los valores que dicha magnitud adopta como con- 
secuencia de la distribución de la materia. Por ello 
parece conveniente reemplazar la ecuación (68, 5), 
que la define numéricamente, por otra en que figu- 


Gu — -q Su 
Gu — ~2 Síí (■ 


u ( g ~¥ Go ) = 0, 

(g — 77 q °) = ~ k ? o - 


2 + 
3 
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re la masa total de materia distribuida en el espacio, 
a la cual se llega fácilmente en atención a que, por 
definición 


donde el denominador es el área de la hiperesfera 
de cuatro dimensiones. Esta expresión llevada a 
(67,5) la convierte en 


de suerte que el radio del espacio hiperesférico, en 
cuya superficie se supone distribuida toda la mate- 
ria que en él está realmente contenida, se halla uní- 
vocamente determinado; o dicho de un modo que 
hace resaltar el gran interés filosófico de este re- 
saltado, la extensión del espacio es justamente la 
necesaria para contener la materia que en él existe, 
ni más ni menos grande, de suerte que un espacio 
vacío , receptáculo dispuesto para recibir la mate- 
ria, es una expresión sin sentido. 

Dicho se está que esta forma hiperesférica del es- 
pacio, que es consecuencia de la supuesta distribu- 
ción uniforme de la materia, no tiene otro carácter 
que el de una burda imagen de la realidad. La ob- 
servación denuncia, en vez de esta uniformidad, 
agrupaciones diversas en escala ascendente. Los 


Po 2n 2 R 3 


= 



( 68 , 6 ) 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 281 

cuerpos que percibimos como perfectamente distin- 
tos: los astros, por ejemplo, se hallan integrados por 
una aglomeración de moléculas y átomos, a su vez 
sistemas complejos en equilibrio dinámico de elec- 
trones y protones (unidad de carga positiva que for- 
ma el núcleo del átomo de hidrógeno), hoy por hoy 
últimos elementos conocidos del mundo material. 
Del otro lado, los cuerpos celestes, con individuali- 
dad bien definida, engendran sistemas planetarios, 
los cuales a su vez se asocian constituyendo grupos 
superiores, que no han sido más fáciles de recono- 
cer que la complejidad del edificio atómico. Si aquí 
se ha luchado con su pequeñez, la percepción de 
aquellas unidades tropieza con el inconveniente de 
sus enormes dimensiones y distancias mutuas, que 
las hacen aparecer como conjuntos inorgánicos (cual 
nuestro sistema galáctico), o sólo son denunciables 
en forma de nebulosas. 

Notoriamente la hipótesis de la distribución uni- 
forme es incompatible con esta estructura eminen- 
temente granular; pero al prescindir de estos deta- 
lles en una visión de conjunto de nuestro mundo no 
cometemos más grave pecado que al identificar la 
superficie terrestre con la de una esfera o un elip- 
soide. Sólo prescindiendo de las particularidades to- 
pográficas se puede llegar a dicha concepción: un 
habitante de país quebrado, con imaginación bastan- 
te limitada para que no le sea dable rebasar las 
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montañas que encierran su paisaje, no se da clara 
cuenta de la esfericidad de la superficie terrestre. 

Así, aquella imagen sencilla del mundo es perfec- 
tamente aceptable para llegar al conocimiento de al- 
gunos datos fundamentales referentes a él. Por este 
camino encontramos un valor para la constante G 0 
en función del radio de curvatura R de nuestro mun- 
do ficticio, el cual a su vez viene determinado (68, 6) 
por la masa total de materia M 0 distribuida en él. 
Por otra parte (68, 5) permite el cálculo de R par- 
tiendo de la densidad media p 0 , magnitud quizá más 
fácil de estimar que M 0 . 

69. Si como ejemplo se parte de la densidad de 
estrellas en la región central de nuestro sistema ga- 
láctico, que Kapteyn estima ser una por cada 
3X 10 56 centímetros cúbicos, y se supone que la 
masa de éstas es igual a la del Sol, 2X10 33 gr., p 0 re- 
sulta por el cociente de ambos números igual a 
7 X 10~ 24 gr. Entonces del valor de k , del § 36, 
y de (68, 5) se deduce 

R = 7X 10 25 cm., 

o sea unos cuatro billones de veces la distancia me- 
dia del Sol a la Tierra. Digamos de paso que por 
otros caminos se llega a números de este orden de 
magnitud (1). 

(1) Véase, por ejemplo, Sittes, M. N. y 78, pág. 24 y 
siguiente. 
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El volumen de nuestro espacio sería de 2X 10 76 
centímetros cúbicos, y la masa material que contie- 
ne 10 53 gr., o sea 5X 10 19 veces el Sol. Kapteyn 
estima la masa total de nuestro sistema galáctico; 
esto es, de las estrellas visibles que integran la vía 
láctea, en 6Xl0 42 gr., lo cual supone que en el 
mundo ha de existir un número de dichos sistemas 
que se eleva, por lo menos, a 10 10 , en la hipótesis 
de que sean todos de magnitud comparable. Cada 
uno de ellos dispondrá de un espacio cuyo volumen 
es 10 66 cm. 3 , de suerte que la distancia media en- 
tre cada dos es 10 22 cm., que la luz recorrería en 
unos diez mil años. Todos estos números son colo- 
sales, pero no se hallan en contradicción con lo que 
hacen esperar las interpretaciones que los astróno- 
mos dedicados al estudio de las nebulosas creen po- 
der deducir de sus observaciones. 

Dicho se está que las estimaciones precedentes 
tienen un valor relativo, puesto que proceden de ha- 
ber admitido como densidad media, p 0 , la aparente 
en la región central de la Vía láctea, significando 
con el adjetivo que sólo se toman en consideración 
para el cálculo las estrellas visibles. Es indudable 
que existe una cantidad respetable de materia que no 
emite luz, a la cual se ha acudido varias veces para 
explicar determinadas particularidades de la distri- 
bución estelar, como las lagunas obscuras de la Vía 
láctea. 
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Esta materia obscura tiene también interés para 
la cosmología que deriva de la teoría de Einstein. Si 
el espacio es una variedad cerrada, aproximada- 
mente comparable con una hipersuperficie esférica, 
las ondas luminosas que parten de un astro deberán 
concentrarse en el punto diametralmente opuesto de 
la hiperesfera, dando lugar a una imagen real de 
aquél, que no parece fácil de distinguir del astro ver- 
dadero. Naturalmente estas imágenes corresponden 
a una época muy retrasada de la evolución del astro 
real, puesto que el tiempo invertido por la luz para 
llegar del primero al segundo se eleva a algunas de- 
cenas de millones de años, en la hipótesis del valor 
de R que sirve de base a todas estas estimaciones. 
Pero tales períodos, enormes cuando se toma para 
término de comparación la vida histórica de la huma- 
nidad, son bastante pequeños si nos atenemos a la 
evolución de una estrella, y no es presumible que 
pueda apreciarse diferencia notable en el estado fí- 
sico revelado por la luz que del astro y su imagen 
procede. Así podría pensarse que, groso modo , un 
50 por 100 délos cuerpos celestes son aparentes. 
Sin embargo, para que el astro imagen se forme es 
necesario que la luz no sea absorbida en su trayecto, 
hipótesis que no es probable corresponda a la reali- 
dad, si se admite la existencia de materia obscura 
distribuida en el espacio. Y no es necesario para ello 
acudir a cantidades difíciles de poner de acuerdo 
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con la observación. Shapley estima que el coeficien- 
te de absorción del espacio intergaláctico es a lo más 
3 X 10 ~ 24 por cm., de suerte que en el trayecto des- 
de el astro a su imagen, n a = 21 X 10 26 , la magni- 
tud estelar habrá disminuido 700 veces: mucho más 
de lo necesario para que tal duplicación de los cuer- 
pos celestes no se produzca en la realidad. 

70 . Dejando a un lado la mayor o menor proba- 
bilidad que puede derivarse de estos números para 
la hipótesis del espacio cerrado, sí conviene notar 
que mediante ella se resuelve una dificultad que se 
ofreció a la Filosofía natural, y aun a la ciencia posi- 
tiva, a la cual, en este último aspecto, hube de refe- 
rirme precedentemente (§ 41). Dentro de la geome- 
tría euclidiana, considerada como expresión fiel de 
relaciones métricas, el espacio o es infinito o posee 
límites. El último término de la disyuntiva es com- 
pletamente inaceptable, pues dichos límites serían 
una barrera que separaría el cosmos de la nada; y 
en cuanto al primero nos obliga a suponer la materia 
distribuida en su total extensión, con una densidad 
que en primera aproximación ha de ser constante, 
pues de otro modo caeríamos en una extensión vacía, 
tan inconcebible como la nada, de la cual no se dis- 
tingue realmente. Pero entonces, el mundo regido 
por la ley de Newton no podría hallarse en equili- 
brio, sino que la expresada ley provocaría la conden- 
sación de la materia en una región finita trayendo 
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de nuevo a colación, de modo inevitable, la idea de 
espacio vacío. 

En efecto: partamos de la supuesta distribución 
sensiblemente uniforme de la materia, y tracemos 
una serie de esferas de radio creciente alrededor de 
un punto cualquiera. Según la referida ley de New- 
ton, la atracción ejercida por toda la materia interior 
a una de estas esferas es la misma que si toda ella 
se concentrara en el centro, de modo que para un 
punto situado en la superficie la atracción crecería 

como el cubo del radio, en razón de la masa — r 8 p 0 

j 

dentro de ella contenida, y disminuiría como el 
cuadrado de la misma magnitud en virtud de la 

k TTL 

propia ley de Newton, — — . En definitiva, ha- 
bría un aumento de fuerza proporcional a r, que 
sería la causa de la condensación de que antes ha- 
blaba. 

Esta dificultad no escapó a la perspicacia de los 
hombres de ciencia anteriores a Einstein, sino que 
para eliminarla dije ya (§ 41) que Neumann y Seeli- 
zer introdujeron en la ley de la atracción universal 
términos exponenciales, que suponen una absorción 
de la energía gravitatoria. Dicho se está que la difi- 
cultad física desaparece así; pero es evidente el 
escaso valor de tal hipótesis, especialmente inven- 
tada, sobre todo cuando se la compara con la elimi- 
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nación completa de la dificultad que permite la con- 
cepción de Einstein. 

Con el espacio cerrado su extensión deja de ser 
infinita, sin necesidad de suponerla dotada de límites, 
como ocurre en el caso de una superficie esférica o 
elíptica. Estos ejemplos son una excelente ayuda 
para la representación imaginativa de lo que puede 
ser el espacio de Einstein, pero hemos de librarnos 
muy bien de atribuirle mayor alcance. Esta curva- 
tura de las superficies supone una variedad de tres 
dimensiones en que se hallen contenidas, en tanto 
que no podemos afirmar la realidad de otras dimen- 
siones del espacio que las tres de que nos dan fe los 
sentidos. Manteniéndonos en terreno firme hemos 
de decir que la métrica del espacio no corresponde 
a la geometría de Euclides, sino a otra en la cual no 
se puede hablar de líneas infinitamente largas. 

71 . La interpretación del Universo que acabo de 
bosquejar se funda en dos hipótesis principales: la 
primera está contenida en la forma (68, 1) para las 
ecuaciones del campo gravitatorio, que conduce a 
una curvatura finita, Q 0 , para el vacío; la segunda 
corresponde a la expresión adoptada para d x 2 , de la 
cual se deduce la relación (68, 6). Sitter ha propuesto 
en su lugar la 

d^ 2 = — R 2 [dx 2 + sen 2 x ( d 6 2 + sen 2 6</cp 2 )] + cosíate* 2 , 
que difiere de aquélla en el factor eos 2 x de la coor- 
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denada de tiempo. Esta diferencia introduce un cam- 
bio profundo en la concepción del Universo, que ya 
no resulta un hipercilindro de sección esférica, como 
corresponde a la hipótesis de Einstein, sino que 
también tiene curvatura en el sentido del tiempo 
(G44 ^ 0). 

Es interesante señalar que la hipótesis de Einstein 
deja intacto un problema de laFilosofía natural, cuya 
importancia y celebridad no desmerecen del de la in- 
finitud del espacio. Me Refiero al de la infinitud del 
tiempo, que plantea el problema del origen y fin de 
la Creación como cuestión científica. Si la hipótesis 
de Einstein dió solución al problema del espacio, la 
de Sitter va más allá barriendo de la ciencia aquella 
otra preocupación. Y esto sin chocar con el sentido 
común, qne nos impide concebir el que, avanzando 
permanentemente en el tiempo, pueda cerrarse el ci- 
clo de la evolución, a la manera como el homoide de 
un mundo esférico vuelve al punto de partida, no obs- 
tante marchar en un sentido que considera siempre el 
mismo. Hay, en efecto, en el Universo hiperesférico 
de Sitter una barrera para el tiempo , que es la 
línea ecuatorial del punto ocupado por el observador; 
pues si éste no se mueve, la ecuación precedente se 
reduce a 

= cosxí/^4. 

Según ella, cuando x = d* = 0 , sea cual fuere 
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dz±, de modo que un punto material o un rayo de luz, 
que el observador lance desde el lugar que ocupa, 
avanza con velocidad constantemente decreciente y 
termina por detenerse al llegar a los precitados lu- 
gares. Dicho de otro modo: se aproxima asintótica- 
mente a ellos. 

Bien entendido, se trata de una apreciación del 
supuesto observador. Otro que marchase con el 
punto o el rayo en cuestión, tendría conciencia de 
su evolución permanente, y a su vez consideraría 
que los fenómenos producidos en el lugar de partida 
transcurren con lentitud creciente, de modo que el 
aspecto de la Naturaleza tiende a la inmutabilidad 

Tí 

absoluta cuando x se acerca a — . Así su hodócrona 

le parece nacer y morir en regiones de reposo ab- 
soluto. 

Pero si desde el punto de vista considerado las 
ideas de Sitter son más satisfactorias que las de 
Einstein, puede señalarse alguno desde el cual la 
desventaja es manifiesta. He dicho antes que, según 
la cosmogonía de Einstein, el espacio no es un recep- 
táculo vacío en el que se distribuya la materia, sino 
que viene creado por ella misma, de suerte que su 
tamaño es el necesario y suficiente para contenerla. 
Otro es el caso en la concepción de Sitter. El Uni- 
verso vuelve a ser para él, como el espacio para 
Newton, un receptáculo dispuesto para recibir la 

*9 
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materia. En efecto: su acción sobre la curvatura se 
reduce a un cambio local de su valor, conservándose 
para el promedio el mismo del vacío. 

Claro es que estas razones de orden filosófico no 
dan motivo bastante para decidir entre ambas hipó- 
tesis; pero la nueva generalización del principio de 
relatividad debida a Weyl, que en varias ocasiones 
he mencionado, parece dar al pensamiento de Eins- 
tein un fundamento lógico más consistente. 

72. Antes de ahora he señalado (§ 33) cómo el 
principio restringido de relatividad conserva la posi- 
bilidad de comparar distancias y duraciones en luga- 
res y épocas diferentes, con independencia del mo- 
vimiento del observádor que las ejecute, siempre en 
el supuesto esencial de que dicho movimiento sea 
uniforme y rectilíneo; y esto gracias a la invariancia 
del intervalo ds, que es consecuencia necesaria del 
grupo de transformación de Lorentz. De otro modo: 
el principio referido supone un sistema único de in- 
dicatrices (§ 50) para todo el Universo, de modo que 
el valor numérico de ds , lo que con Weyl llamare- 
mos en adelante su extensión , se conserva tanto al 
variar su orientación en un lugar y época definidos, 
que equivale a la estimación del complejo distancia- 
duración de un mismo suceso elemental por obser- 
vadores en movimiento relativo, como para la com- 
paración de dicha entidad en dos sucesos que ocu- 
rren en lugares y épocas diferentes, y, por tanto, 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 291 

corresponden a dominios separados del Universo. 

Cuando se postula el principio general de relati- 
vidad he afirmado con insistencia que dentro de un 
dominio elemental las cosas ocurren del mismo modo 
que en el caso precedente, y, por tanto, la extensión 
de ds se conserva invariante para los cambios de 
orientación en él. Mas nada asegura que en la tras- 
lación de un dominio a otro la invariancia en cues- 
tión persista, ni siquiera suponiendo que aquélla se 
realiza sin apartarse de una misma línea coordena- 
da, pues estas traslaciones van acompañadas de una 
deformación de las indicatrices. Por consiguiente, 
cuando se caracterizan los puntos de una de aquellas 
líneas coordenadas mediante una serie constante- 
mente creciente de números, sólo se asegura el or- 
den de sucesión de dichos puntos; no es posible es- 
tablecer entre ellos relaciones métricas definidas. 
Las coordenadas en el Universo son simples paráme- 
tros, no la medida de distancias. 

Pero es el caso que sin la posibilidad de estable- 
cer relaciones métricas entre diferentes lugares, no 
cabe hablar de ciencia del Universo, por lo cual es 
necesario algún postulado que llene el vacío. 

Einstein recurrió a extender la invariancia de ds 
para cualquier transporte en el Universo; que físi- 
camente equivale a afirmar la posibilidad de compa- 
rar las extensiones (distancias y duraciones), sea 
cual fuere el lugar y el tiempo en que los sucesos 
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que las limitan se produzcan. Como este mismo pos- 
tulado sirvió a Riemann para construir la métrica ge- 
neral de las variedades de cualquier número de di- 
mensiones, la teoría de Einstein equivale a una apli- 
cación al Universo de aquella Geometría; pero no 
significa esto una prueba de la exactitud de la hipó- 
tesis. Su justificación se halla en la brillante confor- 
midad de la imagen que así se obtiene para los fenó- 
menos naturales con la realidad percibida, y de aquí 
que no quepa atribuirle otro valor que el de una 
aproximación más estrecha que las anteriores al co- 
nocimiento de la Naturaleza. Son ciertamente posi- 
bles otros postulados que se ajusten mejor a ella, y 
en tal sentido la teoría de Einstein es susceptible de 
nuevas generalizaciones. 

73. Tal es el caso de la teoría de Weyl. En 
vez de admitir que el valor numérico del inter- 
valo 

ds> = ^R ik dz.dz k 

ik 


sea el mismo en todos los puntos del Universo, acep- 
temos que cambia cuando los sucesos que lo definen 
se trasladan de un dominio a otro. Concretémonos a 
considerar un metro patrón todos cuyos trazos po- 
seen mecanismos cronométricos que marchan de per- 
fecto acuerdo para un observador ligado a él de mo- 
do permanente. El postulado de Einstein significa 
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que, si bien la distancia entre aquellos trazos y los 
períodos de los relojes cambian para un observador 
que no acompañe al metro al ser paseado por el Uni- 
verso, entre ambas magnitudes (distancias y pe- 
ríodos) existe una relación tal que la extensión 
del intervalo no se altera . 

Prescindir de dicho postulado para las traslacio- 
nes de ds de un dominio a otro equivale a afir- 
mar que su extensión contiene un factor variable 
con estos cambios; pero no cuando se altera su 
orientación en el mismo lugar. Dicho factor que- 
dará determinado cuando se fije la unidad de 
longitud que ha de emplearse en cada punto, o 
sea el sistema de aforo del Universo, como dice 
Weyl. 

A priori no es posible afirmar que este sistema 
se halle impuesto por la Naturaleza. Todo lo que 
está a nuestro alcance es formular determinadas hi- 
pótesis referentes a él, guiados por principios que 
se imponen al conocimiento. Los corolarios que de 
aquí deriven se encargarán de condenarlas o justifi- 
carlas. Así, el principio de continuidad exige que de 
un dominio P a otro infinitamente próximo, P + ¿/P,la 
extensión / de un intervalo concreto ha de variar en 
una cantidad infinitamente pequeña, di; que, además, 
debe ser proporcional a /, so pena de renunciar a los 
fundamentos de la noción de medida. En definitiva, los 
cambios de cualquier extensión al pasar deP a P+c/P 
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se determinarán por 



(73,1) 


que mide el de la extensión unidad o diferencia de 
aforos entre aquellos dos puntos. También se com- 
prende sin mayores explicaciones que dy no ha de 
depender del sistema de coordenadas que se utiliza, 
de modo que deberá escribirse 

= wtei + ¥2^2 + + ^4^4» (73, 2) 

donde las <?,• son funciones de las z¿ que constituyen 
en conjunto las cuatro componentes de un vector. 

Todo esto equivale a decir que el aforo en P + d? 
queda determinado por el de P, de suerte que una 
extensión cualquiera / al pasar de P a P + dP expe- 
rimenta un cambio que es independiente del camino 
seguido. Pero no puede hacerse igual afirmación si 
en vez de dos dominios contiguos se trata de otros, 
P y P', separados por un intervalo finito. Trasla- 
dándose de P a P' por caminos distintos, la suma Jdy 
de los cambios infinitesimales d r en el aforo no con- 
ducen al mismo valor de y en el último punto. Ello 
supondría que dy es una diferencial exacta, lo cual 
obliga a que las satisfagan las seis condiciones 
bien conocidas en el análisis matemático 


dZi " 



(73,3) 
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Naturalmente, el caso más general para (73, 2) es 
que las fik no cumplan con las (73, 3), y entonces su 
conjunto define un tensor cuya interpretación analí- 
tica es análoga a la curvatura. Nótese que así como 
aquélla era responsable de que trasladando una re- 
gidla de un lugar a otro paralelamente a sí misma 
por caminos diferentes las posiciones finales no coin- 
cidan, a pesar de que las iniciales satisfagan dicha 
condición, éste expresa el hecho de que la exten- 
sión de la propia regidla en el lugar final depende 
también del camino por el cual ha sido transportada. 

Tal paralelismo se continúa para determinadas 
propiedades que debemos señalar. Así las compo- 
nentes del tensor de curvatura G,> son independien- 
tes del sistema de coordenadas utilizado, aunque sí 
cambian los potenciales gravitatorios g¿j que en ellas 
figuran directamente y mediante sus primeras y se- 
gundas derivadas. De modo análogo las f%k no va- 
rían con el aforamiento, en tanto no se alteren las 
hipótesis fundamentales arriba formuladas y que 
condujeron a (73, 2). Dichas hipótesis no bastan para 
determinar las <f,; pero la parte arbitraria que en ellas 
queda se elimina al calcular las fik • 

En efecto; para un nuevo aforamiento, como, por 
ejemplo, aquél para el cual i = X/, donde X es una fun- 
ción arbitraria de las coordenadas 
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o sea dy' = d<? + d. log X, 

cuyo último término no puede contribuir al valor fik • 

Es de notar que el caso en que las fik son nulas, 
es la forma más general de la hipótesis de invarian- 
cia de la extensión formulada porEinstein. 

74. Llegados a esta altura en nuestros razona- 
mientos, se ofrece al espíritu la necesidad de encon- 
trar interpretación física para las <p % y las fik, de mo- 
do paralelo a como Einstein dió contenido real a 
las gik y G * k por la explicación de los fenómenos 
gravitatorios mediante las particularidades de la 
curvatura del Universo. 

Este mérito ha correspondido a Weyl. 

He tenido ya ocasión de decir que merced al es- 
tudio de las relaciones entre los fenómenos físicos, 
sus agentes productores se reducen a dos: la grave- 
dad y el campo electromagnético. Ya tal circunstan- 
cia sugiere la posibilidad de que este último campo 
corresponda al sistema de aforo del Universo, y la 
presunción se convierte en evidencia habida cuenta 
del paralelismo estrecho que existe entre la teoría 
de dicho campo y la del sistema de aforo. En efecto: 
al vector de componentes <p¿ corresponde el poten- 
cial electromagnético P,-, del cual derivan las compo- 
nentes de los campos H y E por las operaciones 
(10, 5) y (10, 11) formalmente idénticas a las (73, 3). 

La identificación de <p* con P¿, acarrea la del ten- 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 29 1 

sor fue con eVhik (§ 10), y gracias a ella, la indeter- 
minación del vector <p y adquiere un sentido físico per- 
fectamente definido, pues la hace derivar de la con- 
servación de las cargas eléctricas (10, 15). He aquí 
cómo una nueva ley de conservación corresponde a 
la libertad de aforo del Universo, de modo análogo a 
como aquellas otras relativas a la energía y la canti- 
dad de movimiento eran corolario de la equivalencia 
de todos los sistemas de coordenadas empleables 
para referir la posición de un punto. 

Una consecuencia inmediata de la interpretación fí- 
sica de las?/ es que sólo en aquellas regiones del Uni- 
verso en las cuales el campo electromagnético no exis- 
te es donde el sistema de aforo queda perfectamente 
definido eligiendo la unidad de extensión en un punto. 

La identidad de las ecuaciones fundamentales de 
las teorías del campo electromagnético y del aforo 
del Universo, nos aseguran contra el riesgo de fu- 
turas contradicciones; pero en compensación nos im- 
piden esperar una prueba experimental directa de 
esta teoría, comparable con la que se ha podido en- 
contrar en la de la gravitación. La posibilidad de ta- 
les pruebas descansa siempre en que el nuevo modo 
de interpretar los fenómenos exija correcciones más 
o menos sensibles en las ecuaciones fundamentales. 
Cuando éstas quedan inalteradas, como acabo de de- 
cir ocurre en el caso que me ocupa, los únicos ar- 
gumentos aducibles han de apoyarse en la superior 
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armonía que de los nuevos puntos de vista se deri- 
van para la concepción del Universo. Y no es fácil, 
no ya negar, ni siquiera acoger con indiferencia el 
avance que en tal sentido supone colocar los dos 
agentes únicos que provocan todos los fenómenos 
naturales en el mismo plano, como elementos que 
fijan la métrica del Universo. Como la gravitación 
en la teoría de Einstein, es la electricidad en la de 
Weyl una manifestación de la métrica de aquél, en 
vez de una entidad que en él se aloja. 

75. La síntesis perfecta del conocimiento no resulta 
sólo de haber llevado al mismo plano las únicas accio- 
nes que determinan el estado físico del Universo: la gra- 
vitación y la electricidad. Aparece más brillantemente 
por la unidad de método para obtener las leyes natura- 
les, apoyándose en el principio de la menor acción. He- 
mos visto antes (§§ 66 y 67) cómo este principio permite 
obtener separadamente las diez ecuaciones del tensor 
de curvatura G ik y las cuatro de la corriente eléctri- 
ca *2?* (67, 1), que son la expresión de dichas leyes en for- 
ma invariante respecto de la elección del sistema de 
coordenadas, adoptando como función de Hamilton para 
el primer caso el invariante de curvatura y para el 
segundo, la magnitud d = J / 4 2 , que también es 

ik 

una escalar. De estas dos funciones, 'S sólo contiene 
las gik y sus primeras y segundas derivadas, y fi los po- 
tenciales electromagnéticos, P„ sus derivadas y lasgvfc. 

El nuevo avance de Weyl consiste en emplear una 
sola función de Hamilton, que contiene las gik, las P» 
(o las <p0 y sus respectivas derivadas, a más, dicho se 
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está, de las coordenadas mí . Si entonces se afirma la 
invariancia de la acción 

{ &dZ 

J n 

frente a una transformación de coordenadas y de afora- 
miento, se obtienen aquellas leyes fundamentales, jun- 
tamente con las cinco de la conservación de la enegía, 
de las componentes de la cantidad de movimiento y de 
la carga eléctrica; las cuales aseguran la libertad para 
escoger el sistema de coordenadas y la unidad de me~ 
dida, como exige el principio de relatividad. 

Para deducir leyes más concretas que puedan ser 
contrastadas por la observación, cuales son las de los 
tres fenómenos previstos por Einstein y confirmados en 
la forma que hemos visto en el capítulo VI, es indispen- 
sable atribuir a la función de Hamilton una forma defini- 
da. Weyl se deja guiar por las anteriores aplicaciones 
del principio de mínima acción y escribe: 

ge= - »/ 4 F'V-g+a-LhgS*, 

ik 

cuyo primer término representa físicamente el volumen 
medido con el radio de curvatura como unidad, magnitud 
que reemplaza al invariante ^de las anteriores aplica- 
ciones del método hechas por Lorentz, Hilbert y Eins- 
tein. En cuanto al segundo es la misma función de Ha- 
milton utilizada para el campo electromagnético, sin más 
diferencia que el factor numérico a. 

El aforamiento del Universo por el radio de curva- 
tura es de capital importancia en la teoría de Weyl, 
pues gracias a él se obtienen del modo más natural po- 
sible las conclusiones a que Einstein llegó al adoptar 
para ecuaciones del campo gravitatorio las (68, 1). Por 
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otra parte, el radio del electrón resulta medido por y — > 

que explica la constancia de dicha magnitud por una 
condición intrínseca de la métrica del Universo y permi- 
te escapar a la dificultad que la ley de la repulsión de 
las cargas eléctricas del mismo signo opone a la exis- 
tencia de la referida unidad. En otros términos: la pre- 
sión etérea con que Poincaré quiso evitar su dispersión 
se sustituye aquí por la condición de que su radio sea 
una fracción constante de la curvatura del espacio. Así 
el electrón no se conserva cuando pasa de unos domi- 
nios a otros del Universo, sino que se amolda a las con- 
diciones de estos lugares. 

Volviendo a la función es de notar que de ella no 
se deducen exactamente los resultados que de la teoría 
de Einstein, pero las diferencias son magnitudes de se- 
gundo orden, por lo cual pueden considerarse igualmente 
compatibles con las observaciones actuales. En particu- 
lar, puede señalarse que el corrimiento hacia el rojo de 
las rayas espectrales procedentes de átomos situados 
en campos gravitatorios intensos, respecto de las que 
provienen de otros idénticos en campos débiles, no tie- 
ne aquí un carácter de necesidad tan firme. Pero en 
todo caso, aunque sean diferencias inapreciables las que 
separan los resultados previstos por las teorías de Eins- 
tein y de Weyl, existe un aspecto de esta última que 
ofrece positiva dificultad. A saber: dos átomos perfec- 
tamente idénticos en un momento y lugar dados, si vuel- 
ven a encontrarse después de haber sufrido vicisitudes 
muy diversas, sus estados físicos no pueden ser abso- 
lutamente coincidentes: en particular, las frecuencias de 
sus rayas espectrales no serán iguales, en contra de lo 
que parece bien confirmado por la experiencia y la ob- 
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servación extendida a los más remotos confines del Uni- 
verso. 

76. En el capítulo II he analizado con todo deta- 
lle el proceso lógico por el cual la Física anterior al 
principio restringido de relatividad estableció la no- 
ción del éter . Pero es de advertir que tal proceso no 
coincide con el histórico. El éter fué inicialménte 
considerado como un medio material, cuyas cualida- 
des se elegían comparando los fenómenos que acom- 
pañan a la propagación de la luz con los que se pro- 
ducen en el movimiento ondulatorio de un medio elás- 
tico; y de este modo se llegó a concebirle como un 
fluido desprovisto de viscosidad para la traslación 
lenta de un cuerpo en su seno, y en cambio dotado 
de la rigidez del acero para las perturbaciones muy 
rápidas (Stokes). 

Esta noción grosera fué reemplazada por el éter 
de Lorentz, a que más propiamente me referí en el 
capítulo citado, el cual en cierto modo se reduce a un 
nombre dado al conjunto de las ecuaciones que en- 
tonces discutí; o mejor, al sistema de referencia res- 
pecto al cual dichas ecuaciones pueden adoptar las 
formas (10, 12) y (10, 14). 

Ahora bien: cuando Einstein demostró que dichas 
formas son aquellas en que aparecen las leyes fun- 
damentales del campo electromagnético para cual- 
quier observador que se supone en reposo, fué ne- 
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cesario elegir entre la negación de la realidad obje- 
tiva del éter o suponer un número infinito de ellos 
que llenan simultáneamente el espacio y son absolu- 
tamente permeables los unos a los otros. La elección 
del primer término del dilema parece ser lo más sen- 
cillo, y por él se decidieron muchos, particularmente 
el propio Einstein; mas para otros pareció de impo- 
sible concepción un campo electromagnético sin so- 
porte, tanto más cuanto la teoría electrónica tiende 
a reducir toda la realidad a dicho campo, explicando 
la materia por las cargas y éstas por singularidades 
de aquél. De esta opinión era, entre otros, Lorentz. 

La relatividad general ha planteado nuevamente 
la cuestión, al considerar el campo gravitatorio como 
una manifestación de la curvatura del espacio, aun 
donde no existe materia alguna, incluyendo en ella a 
la radiación. Según esta teoría, en el vacío absoluto 
debe quedar alguna realidad física que responda a 
las ecuaciones del referido campo, y como es esto lo 
único que de ella sabemos, parece completamente 
justificado el que, imitando lo hecho con el éter 
electromagnético, interpretemos dichas ecuaciones 
como la descripción del estado de uno nuevo, tan ale- 
jado del de Lorentz, como éste lo estuvo del de Fres 
nel. No se trata, pues, de la resurrección del prime- 
ro, que la ciencia del principio restringido sepultó, 
sino de una nueva creación que el mismo Einstein 
patrocina sin rectificar su anterior pensamiento. 
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Y es de advertir que, no obstante la esencial dife- 
rencia señalada entre la nueva y las antiguas nocio- 
nes del éter, también llena el cometido que le impo- 
nen los espíritus que sólo encuentran satisfacción 
imaginando que toda la realidad que percibimos es 
simple manifestación del estado físico de tal medio, 
espíritus que son legión entre los cultivadores de la 
Filosofía natural. Además, las ideas de Weyl están 
muy próximas de darles plena satisfacción, pues los 
últimos elementos integrantes de la materia, el elec- 
trón negativo y el protón positivo, quedan por ellas 
reducidos a singularidades de los campos gravitato- 
rio y electromagnético (de la curvatura y del aforo 
del Universo), de los cuales sólo pueden conocerse 
los valores invariantes de su masa m y su carga e , 
determinados por el flujo de dichos campos a través 
de superficies que envuelven de cerca a los referidos 
puntos singulares. 
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APENDICE 


NOTA PRIMERA 

Magnitudes escalares, Vectores y tensores 

1. Las magnitudes físicas, desde el punto de vista 
de sus caracteres métricos, tienen propiedades que 
conducen a clasificarlas en grupos. Las de condición 
más sencilla quedan completamente determinadas por 
un número, de modo que bastará elegir una unidad o 
establecer una escala de referencia para que sea facti- 
ble la representación analítica de la magnitud en cues- 
tión. Por esto se las llama escalares . Pueden citarse 
como ejemplos la densidad de un medio material o 
de las cargas eléctricas, la temperatura, la energía, et- 
cétera. 

Siguen en orden de complejidad aquellas magnitudes 
que no se definen plenamente por su valor numérico, 
sino que requieren, además, sea especificada su direc- 
ción y su sentido en ella. Ejemplos son: la fuerza, la 
velocidad, etc. Se les da el nombre de vectores . 

Aun se pueden distinguir otras magnitudes con direc- 
ción propia, pero sin sentido definido, como una presión 
o una tracción. Aparentemente son más sencillas que 
los vectores, puesto que falta en ellas una de las carac- 
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terísticas de aquéllos, pero pronto veremos que en reali- 
dad son más complejas. Estas últimas magnitudes se las 
denomina tensores . 

Hoy se va generalizando este nombre para la repre- 
sentación analítica de cualquier magnitud física. Los 
diferentes grupos arriba señalados se distinguen en- 
tonces por lo que se llama el grado del tensor: una es- 
calar es un tensor de grado 0, un vector de grado uno, 
el tensor propiamente dicho es de segundo grado, y aun 
se distinguen tensores de orden superior. 

2. La mayoría de las veces las magnitudes físicas 
varían de un lugar a otro y con el instante en que se 
consideran, por lo cual sus expresiones analíticas han 
de contener como variables independientes los pará- 
metros que sirven para la determinación de ambas con-* 
diciones. 

Colocándonos en el punto de vista de la ciencia clá- 
sica, el tiempo y el espacio son absolutamente indepen- 
dientes, de suerte que la representación numérica del 
primero no se altera al cambiar el modo de determinar 
el lugar del espacio. Esto permite prescindir de aquél 
en el estudio de la distribución espacial de las magnitu- 
des físicas. Tal distribución, que constituye lo que se 
llama campo de la magnitud, viene a ser la imagen 
instantánea del fenómeno real que la naturaleza nos 
ofrece. 

Ya se dice en el texto (§2) que un punto del espacio 
se fija por sus tres coordenadas cartesianas, x u x 2 , x s , 
y aun se agrega que existe una amplia libertad para 
elegir el sistema de ejes a que se refieren; libertad que 
no se ha de entender en el sentido estricto de orientar- 
les arbitrariamente, sino también de utilizar otros modos 
de determinar sin ambigüedad un punto del espacio. 
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Por ejemplo: en vez de las distancias a los tres planos 
X 2 X 3 , X 3 X„ Xj X 2 , de la figura 1. a , se pueden adop- 
tar: la distancia r a un punto fijo 0 (fig. 27), el ángu- 
lo que el radio vector OP forma con una recta fija 
OZ, y el X del plano ZOP con otro ZOQ, también fijo. 
En este sistema, llamado polar, como en el cartesiano, 



P se halla en la intersección de tres superficies, que en 
vez de tres planos son: la esfera de radio r, el cono de 
revolución de semiángulo <|> y el plano que forma con 
ZOQ el ángulo X contado en el sentido de la flecha. En 
todo caso el número de parámetros necesarios es tres, 
que expresa el de dimensiones características del espa- 
cio, y cada uno de ellos corresponde a una familia de 
superficies, que se cortan mutuamente según líneas di- 
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ferentes. Esto es, tres superficies, una de cada familia, 
sólo tienen un punto común: el P que definen. 

Es notorio que la libertad para elegir el sistema de 
referencia implica la posibilidad de pasar de unos a 
otros; esto es, deducir los valores de las coordenadas 
de un punto en un sistema cuando se conocen las co- 
rrespondientes en otro. La forma más general de las 
ecuaciones de transformación que sirven para este 
fin es 


x'i= fi C*1, *2, *s) (¿=1. 2, 3). (1) 


y suponiendo el origen 0 (fig- 1. a ) común, estas ecuacio 
nes son de la forma sencilla 


donde aj expresa el coseno del ángulo que el eje X'j for- 
ma con el Xi. 

Recordemos también que estos cosenos satisfacen a 
las condiciones 


que se llaman de ortogonalidad, pues indican que los 
Xi y los X't son mutuamente perpendiculares. 

Si se trata de sistemas cualesquiera, pero nos limita* 


En el caso en que los dos sistemas sean cartesianos, 


*1 = 

* 2 = «J*l + *|*2 + *3*3 

*8= «;«1 + *^*3 + *3 **3 


(2) 



(3) 
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mos a considerar regiones infinitamente pequeñas alre- 
dedor del origen, que es el caso útil cuando se supone 
que las leyes naturales sólo pueden relacionar lugares 
vecinos; esto es, si se barren de la ciencia las acciones 
a distancia, es siempre posible reemplazar (1) por un 
sistema de ecuaciones de la forma 


d *‘=-jk dx ' + 


dfi dfi 

!^ d *‘ + !Z dx ” 


que coincide con el (2) si 



dfi 
dxj ' 


(?) 

( 4 ) 


Entonces, claro es que las condiciones de ortogona- 
lidad pueden o no cumplirse, de modo que escribiendo 
por definición 


g'j = 


l 1 3 


a priori las gij sólo están sujetas a la condición 


gv=g/ii 

y en el caso del sistema ser ortogonal 


gik = 0 si /VA 

gik = ± 1 si i = k 


( 3 ') 


Cuando nos referimos al espacio ordinario se intro- 
duce el signo -b pero en el Universo de Minkowski 
para i = k = 4 el signo es el — . 

Hasta aquí hemos considerado el cambio de sistema 
de coordenadas en un sentido determinado; paso de las 
xí a las x'i. Frecuentemente es necesario realizar la 
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transformación inversá, que con las limitaciones impues- 
tas últimamente, se reduce a r esolver el sistema (2) res- 
pecto de las xí. La teoría de las ecuaciones lineales nos 
dice que así se obtendrá 


*1 = AJjt'j + A*jr' 2 -f A^jr'g I 

+ A*jt ' 2 + A^s L (5) 
x z = h\x\ + Aj^jj + A*4T' 3 \ 

donde claramente pueden escribirse en vez de las coor- 
denadas sus diferenciales. Las Aj son los menores del 
elemento aj en el determinante 



12 3 


divididos por el mismo a, y se confunden con las pro- 
pias ajcuando se cumplen las condiciones (3). 

3. Volviendo a las magnitudes físicas, respecto de 
las escalares sólo he de decir que su expresión ana- 
lítica no debe cambiar con el sistema de ejes que sirve 
para definir los puntos del espacio, de suerte que en 
todos los casos deben ser invariantes de la transforma- 
ción. 

En cambio, sí conviene que fijemos la atención en los 
vectores. En ellos es necesario distinguir su valor nu- 
mérico o módulo de la dirección y sentido que les son 
propios y constituyen su argumento. Por esto su repre- 



FUNDACIÓN 

JUANELO 

TURRIANO 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 


311 


sentación gráfica más adecuada es una flecha, cuya lon- 
gitud corresponde al módulo y la orientación al argu- 
mento. Para determinar el primero basta la elección de 
una unidad, pero la definición del segundo exige indi- 
vidualizar la recta, y, por tanto, el empleo de un siste- 
ma de referencia. En efecto: las tres proyecciones so- 
bre los ejes de un segmento infinitamente pequeño, to- 
mado sobre el argumento, llenan todas las condiciones 
necesarias para este fin. Sus valores son proporciona- 
les a los tres coeficientes 


del segmento, considerado como uno de los ejes de un 
cierto sistema de referencia en las ecuaciones (2), y 
ellos son los verdaderos elementos característicos del 
argumento que en coordenadas cartesianas constituyen 
los cosenos directores de la recta. 

Entre las varias notaciones propuestas para repre- 
sentar los vectores y sus elementos, consideramos pre- 
ferible la siguiente: 
a es un vector. 
a su módulo; y 

a° su argumento, geométricamente definido por el 
vector unidad en la dirección y sentido propios del a. 
Esta notación se halla de acuerdo con el significado que 
en análisis tiene el exponente 0. 

Corrientemente en los cálculos conviene reemplazar 
el vector por sus componentes según los ejes que de- 
signaremos por a u a 2 , a 3 , cuando se refieren, respecti- 
vamente, a los ejes X u X 2 , X 3 . Sus magnitudes se de- 
terminan por las ecuaciones 



a i= a s = <x*a 
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generalización de las que expresan las proyecciones de 
un segmento sobre los ejes de un sistema cartesiano. 
Cuando las condiciones de ortogonalidad (3) se cum- 
plen, es notorio que entre las componentes y el módulo 
existe la relación 

a 2 = £a,*. (6) 


El vector a , como medida de una magnitud física 
que es, sólo depende de las circunstancias en que el fe- 
nómeno correspondiente se produce, y no del sistema 
de coordenadas que caprichosamente elijamos para re- 
ferir los puntos de la región del espacio en que se halle 
localizado. Esto quiere decir que tanto el módulo como 
el argumento del vector, son invariantes para todas las 
transformaciones del sistema de referencia; pero es no- 
torio que las componentes, cuyos valores expresan la 
posición del vector respecto de los ejes, han de variar 
con ellos. La propia definición que he dado de ellas 
demuestra que sus ecuaciones de transformación son 
las (2') correspondientes a un segmento infinitesimal, 
que en atención a las definiciones (4) se convierten en 
las (2). Puesto que el módulo es un invariante, la ecua- 
ción (6) lleva a escribir como definición general del 
mismo 

a 2 = ^gijaiaj. 

V 

Las propiedades de transformación de las componen- 
tes pueden servir como definición de esta clase de mag- 
nitudes cuando se quiere prescindir de la representa- 
ción geométrica. Así un vector es el conjunto de tres 
funciones de las coordenadas a u a 2 , a 3 , que al cam- 
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biar de ejes de referencia se transforman como las pro- 
yecciones sobre ellos de un segmento elemental dx u 
dx 2 , d. r 3 . 

Esta definición tiene la ventaja de ser generalizable 
al caso de cualquier número de dimensiones donde ha- 
bría n componentes en vez de tres. 

4. Las leyes naturales enuncian la correlación de 
fenómenos físicos, de suerte que en sus expresiones 
analíticas deben figurar combinadas magnitudes escala- 
res, vectoriales y tensoriales, con la condición evidente 
de que dicha expresión sea un invariante. Claro es que 
tales magnitudes son simultáneas y se refieren al mis- 
mo punto del espacio. También es notorio que los dife- 
rentes términos de las repetidas expresiones analíti- 
cas han de ser homogéneos, o, lo que es equivalente, 
la suma sólo puede realizarse sobre tensores del mismo 
grado. 

Dejando a un lado la combinación de magnitudes es- 
calares exclusivamente, para lo cual basta el cálculo 
ordinario, fijaremos por ahora la atención en el cálculo 
de vectores solos o unidos a escalares. Para sumar 
vectores basta agregar las componente homologas de 
todos ellos . Así la suma de a , b , c, ... 

A = a -f- b T* c ... 

es el vector cuyas componentes se obtienen por expre- 
siones de la forma 

A,= a¡ + bi + a + ... 

Cuando se trata de un espacio de tres dimensiones, 
esto conduce a la regla bien conocida del polígono. 

Por multiplicación, un vector puede combinarse con 
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una escalar, dando lugar a un nuevo vector del mismo 
argumento y cuyo módulo es el producto del antiguo 
por la escalar. Ejemplo de este caso es la expresión del 
peso de un cuerpo mediante el producto de su masa m 
por la intensidad de la gravedad g : p = mg. 

La combinación de dos vectores por producto es más 
compleja. El caso más sencillo es el de determinadas 
magnitudes que vienen expresadas mediante 


donde ay b son vectores. Tal es, por ejemplo, el tra- 
bajo de una fuerza F cuyo punto de aplicación describe 
el segmento / que forma un cierto ángulo con aquélla: 

T = F/ eos a. 

Esta magnitud es un número, y por eso se le llama el 
producto escalar o interno de los dos vectores. Aplican- 
do un teorema bien conocido de geometría analítica, se 
reconoce inmediatamente que el referido producto tiene 
también la forma 


Cuando se generaliza esta definición al caso de co- 
ordenadas no cartesianas, se cae en la cuenta de que 
si (7) ha de ser una escalar, y, por tanto, invariante, los 
dos factores se comportan de diferente modo en la 
transformación de coordenadas: sólo uno de ellos satis- 
face a la definición que he dado de los vectores. En 
efecto; expresemos la invariancia del producto, escri- 
biendo: 


ab eos ( a b ) 



( 7 ) 
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y reemplacemos en vez de a' i sus valores en fundón 
de ai , suponiendo que es éste el vector que, por hipó- 
tesis, cumple con las condiciones de la definición. Se 
obtiene así: 



*\b\+ a 2 

a 3 

a*6'i+ = a 1 6 1 +a 2 6 2 +a 3 6 s 


a lb' 2 + 




a ¡b’ 3 + 


a 3 6 '* 


Como a puede ser cualquiera, se deduce de aquí que 


b i = + *\b 2 + *\b z 

¿>2 = * 2 6 1 + a 2 6 2 + “ z 6 * '• 
l >» = + «**8 + “3*3 


( 8 ) 


Para comparar este sistema con el de transformación 
del vectora conviene resolverle respecto de las bi. Se 
reconoce inmediatamente que el sistema de transforma- 
ción de este vector es el 


b\ = A \bi +- A£6 2 + A* b 3 
b\ = A *b t + A ¡b 2 + A¡b z 
b\ = A \b x + A3ó 2 + A36 s 


donde las A*- tienen la misma significación que en (5). 
Sólo cuando se cumplen las condiciones (3), como ocu- 
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Así, un tensor es un conjunto de n 2 magnitudes que 
se llaman sus componentes , las cuales al cambiar de sis- 
tema de coordenadas se transforman, según ecuaciones 
del tipo 


donde los subíndices pueden tomar todos los valores 
enteros hasta el número n que indica las dimensiones 
del espacio. En el caso corriente n = 3, de modo que el 
número de componentes es 9. 

El caso más sencillo de magnitudes de esta clase es 
aquel en que 


esto es, las componentes del tensor son productos bi- 
narios de las correspondientes a dos vectores. En efec- 
to; las propiedades de tranformación de éstos hacen 
que las ecuaciones (12) se cumplan para este caso. 

El precedente ejemplo de tensor sugiere inmediata- 
mente la necesidad de distinguir tres clases de tensores 
que corresponden a los vectores contravariantes y co- 
variantes. Los ejemplos más sencillos de estas tres cla- 
ses son: 


Los primeros se llaman covariantes, los segundos 
contravariantes y los últimos mixtos. Sus definiciones 
más generales se fundan en las ecuaciones de transfor- 



( 12 ) 


pij — CLibj\ 


pij — CL ibj 
pij = a'bí 

pp=aibj. 
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marión, que para los primeros se han dado ya en (12), y 
para los otros dos son: 




?.■>'= £ 

hk 


dXh dx'j 
dx'i dXk 


Ph k . 


Existen dos grupos particulares de tensores que con- 
viene señalar: los simétricos, cuyas componentes satis- 
facen a las condiciones 


P*j — Pj*> 

y los pseudosimétricos , definidos por las condiciones 
pij = — Pji. 

El número de componentes de los primeros se reduce 
a n (n + 1), de modo que cuando n = 3 habrá 6, y 

cuando /z = 4, 10. El ejemplo más interesante de esta 
clase de tensores lo forman las magnitudes que hemos 
designado por gij , y se le llama tensor fundamental . 

El número de componentes de los tensores pseudosi- 
métricos es ~ (n — 1 ) n. El ejemplo más interesante lo 
ofrece el definido por componentes del tipo 

Pij = GLibj Qjbi , 

que geométricamente representa el área limitada por 
los dos vectores ay b, supuesto recorrido el contorno 
(figura 28) en el sentido que indica el orden en que aqué- 
llos aparecen escritos. Cuando n = 3 el número de com- 
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ponentes es también 3, lo cual hizo que se le confundiera 
con un vector ordinario, dándosele el nombre de pro- 
ducto vector , con el sentido de avance de un tornillo nor- 
mal al plano de los dos vectores, y girando del primero 

al segundo. Esta defini- 
1 ' V ción implica la existencia 

de un sentido privilegia- 
do de rotación incompa- 
tible con el principio de 
relatividad. En el caso 
¿ de 4 dimensiones, las 
— ^ componentes de este 
/ tensor son 6, por cuyo 
motivo se le denominó 
en relatividad restringi- 
da sextivector. 

6. Las operaciones que pueden realizarse con los 
tensores guardan estrecha analogía con las que hemos 
considerado en el caso de los vectores. En primer tér- 
mino, es notorio que sólo pueden sumarse los que son 
de la misma especie, siendo la suma un nuevo tensor ho- 
mólogo con ellos, cuyas componentes se forman por 
adición de las de los sumandos. 

En segundo lugar, existe también aquí un producto 
escalar, cuya expresión es , 

^pijqv = inv. (13) 

V 

La demostración más general de esta proposición se 
hace fundándose en las propiedades de transformación 
que definen a estas magnitudes; pero puede lograrse la 
convicción de su exactitud considerando el caso parti- 
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cular en que 

pij = CLibj, q'j = c'dj, 

pues entonces el producto a que me vengo refiriendo se 
descompone en el de los productos escalares de vec- 
tores: 

y^Pijqij = ■ £ bjdJ. 

v i J 

La propiedad precedente permite definir las distintas 
clases de tensores de modo análogo a como hemos vis- 
to en los vectores. Así, cuando las n 2 funciones pij son 
tales que 

^ ' pijd'bj = inv. 
v 

designando por a i y bJ las componentes de dos vecto- 
res cualesquiera, aquellas funciones son las componen- 
tes de un tensor covariante. 

De aquí se deduce que 

^Pij# ( 14 ) 

i 

son las componentes c; de un vector covariante, puesto 
que la suma de sus productos por las bi es un invarian- 
te. Análogamente 

= ci 

i 

'y'.pj á=cK 

i 

Esta operación por la cual se pasa de un tensor cual- 
quiera a un vector se llama contracción . 

ai 
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Un caso particular de contracción que conviene seña- 
lar es aquel en que interviene el tensor fundamental gty, 
o el que tiene por componentes los menores del deter- 
minante (1): 


gil gíZ ■ ■ • 

•• gln 

á>2l £ 22 • • • 

i 


gnl gn2 • • • 



divididos por el propio determinante, a los cuales desig- 
naremos por gV, o aun el 

gi j = gikg> k > 

cuya característica es que todas sus componentes con 
i = j son la unidad, y nulas las restantes (/ /), como 

se deduce inmediatamente teniendo en cuenta la defi- 
nición de las gH. 

Ahora bien: consideremos un tensor obtenido por con- 
tracción, según (14) o cualquier fórmula análoga, pero 
en que interviene el tensor fundamental o los derivados 
de él. Por ejemplo: 

^gijai = c h 

i 

Xgi*P Íj = qhl ' 

i 

ih gi k pij= q hk - 

a 


(1) En el espacio ordinario el determinante es positivo; pero 
en el Universo tiene el signo — . Como este es el caso que nos in- 
teresa, supondremos que g lleva incluido dicho signo. 
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Cuando el sistema es ortogonal, las condiciones (3') 
demuestran que estos tensores contraídos son 

ai = C/, 
p ij = 0', 
phk — q hk \ 

esto es, tensores de igual valor, pero cuyos grados de 
covariancia y contravariancia aumentan en una unidad 
por cada vez que interviene g¡ y y gV, respectivamente. 
Otro modo de formular la misma propiedad: en los sis- 
temas ortogonales las componentes de un tensor se 
pueden considerar indistintamente como covariantes o 
contravariantes. 

De aquí nace una regla aplicable a un sistema de re- 
ferencia cualquiera. A saber: un tensor posee tres con. 
juntos de componentes: covariantes, contravariantes y 
mixtas, que son, en general, diferentes entre sí, pudién. 
dose pasar de las unas a las otras por contracción, uti- 
zando el tensor fundamental y sus derivados. En los sis- 
temas ortogonales todas estas componentes son iguales- 

7. Es notorio que los tensores aparecen, según dije 
más arriba, como magnitudes cuya diferencia esencial 
con los vectores es, simplemente, un grado más de com- 
plejidad. De modo análogo pueden considerarse tenso- 
res de grado superior al segundo, cuya teoría no es di- 
fícil de formar por simple generalización de lo que he- 
mos visto para los casos precedentes. Esto explica y 
justifica la tendencia actual a dar a todas estas magni- 
tudes el nombre general de tensores, distinguiéndolas 
entre sí por el grado. 

Correspondería ahora que formulásemos las leyes del 
análisis de los tensores en forma generalizable a cual- 
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quier sistema de coordenadas y número de dimensiones 
del espacio; pero esto nos llevaría demasiado lejos, sin 
ser necesario para la claridad del texto. 

Me limitaré a llamar la atención sobre el siguiente 
hecho: En análisis ordinario la derivada de una magni- 
tud respecto de una coordenada representa su cambio 
de valor por unidad de variación de dicha coordenada 
en el punto que se considera; de modo que si la magni- 
tud permanece constante, la derivada es nula. Si las co- 
ordenadas son generales, el caso es otro para las com- 
ponentes de un tensor, puesto que su variación, al pa- 
sar de un punto a otro, puede depender tanto de que el 
tensor mismo cambie como de la curvatura de las co- 
ordenadas. Así, la derivada de un tensor tiene dos par- 
tes: una que coincide con la derivada parcial ordinaria, 
y otra dependiente de la referida curvatura. Por vía de 
ejemplo diré que la derivada del vector es el tensor de 
componentes 


dAi 

dXj 


r*A*. 


8. Hasta aquí me he limitado a considerar los tenso- 
res en sus relaciones con los cambios de coordenadas, 
para los cuales el tensor mismo es un invariante como 
expresión de una propiedad física, pero no lo son sus 
componentes. Mas en el texto se ha visto que, no sólo 
tenemos libertad para alterar el sistema de referencia, 
sino también para elegir un patrón de longitud arbitra- 
rio en cada punto, con las condiciones impuestas por Ja 
ley de continuidad. Claro es que esto lleva a afirmar 
que sólo pueden ser tensores físicos aquellos que per- 
manezcan invariantes al cambiar el sistema de aforo del 
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Universo. Ahora bien: al cambiar el aforo en la propor- 
ción X cada tensor, en general, queda multiplicado por 
la potencia A/, donde p puede tener valores positi- 
vos, negativos o también ser nulo. Sólo en/ este últi" 
mo caso hay invariancia, y, por consiguiente, sólo en- 
tonces el tensor corresponde a una realidad física. 
Los restantes, que se dicen poseer el peso o dimen- 
sión son meros auxiliares para los cálculos. En este 

caso se encuentra el tensor fundamental, pues si varian- 
do el aforo el intervalo elemental cambia como X, es me- 
nester que sus coeficientes vengan multiplicados por 
dicho número, de modo que el peso de las gi¡ es + 1. 
Evidentemente, el escalar g tendrá el peso + 4 y las 
gv — 1 . 

Consideremos ahora el tensor hü que representa el 
campo electromagnético. Según se ha dicho en el tex- 
to (§ 74), es idéntico al tensor de aforo fij, de modo que 
su peso es nulo como requiere su naturaleza física. 
Ahora bien: si queremos formar el invariante más sen- 
cillo del tensor hij para constituir con él la acción del 
campo, nos vemos conducidos a la expresión 


que, sin embargo, no puede representar una magnitud 
física, pues 


es de peso — 2. Pero es el caso que la acción no es real- 
mente ! 'SihijhiJ , sino su integral extendida al dominio del 

Universo en que existe el campo, en la cual se introdu- 



frij = gihgjkh hk 


i 
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ce el factor (1) Y~g> impuesto por la teoría de trans- 
formación de coordenadas (2). Si, pues, reemplazamos 
el tensor W por el 

fiV = Y — ghv. 

^hijfaj tiene ya sentido físico porque el peso+2 áeY — g 
ij 

destruye el — 2 de HL Así, se comprende el porqué de 
la expresión un tanto complicada que toma la segunda 
ecuación del campo electromagnético en la teoría gene- 
ral de relatividad. 


(1) El signo — de g es necesario para que el radical sea real, 
puesto que dije (nota de la pág. 322) que §• es negativo. 

(2) En efecto: 


‘ g' = \g'ij\ = 


V ° x h ¿x k 

dx ’ i dx 'j 


Shk > 


donde las barras verticales significan que se trata del determi- 
nante cuyos elementos son del tipo escrito entre ellas. Pero la 
regla de multiplicación de matrices da 


| V dx h dx k a 
Shk 

kk dx * dx i 


dx. 


dx'i 


X 


dx. 


dx' 


x\e*k\f 


dXh |2 


dx ' 


g- 


Pero según la teoría del cambio de variables, 
f f f f i I 

dx 1 dx 2 dx :i dx 4: — | ~^r | dx 1 dx 2 dx i dx i 

de modo que el invariante elemental de dominio será: 

Y— g dx 1 dx 2 dx 2 dx 4 ' 
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Curvatura de líneas, superficies y el Universo 

1. La noción de curvatura corresponde en el caso de 
las líneas y superficies a una intuición directa que basta 
traducir en el lenguaje preciso de la matemática. 




El caso es sencillo para las líneas. Sea P (fig. 29) un 
punto alejado de cualquier singularidad, y tomemos un 
segmento pequeño que le comprende, Ss. Por un pun- 
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to fijo, O, dibujemos dos rectas, p' y p\ paralelas a las 
normales a la línea en los extremos ; P' y P", del seg- 
mento Ss. Estas dos rectas formarán un ángulo que se 
mide por el arco, Sa, que limitan en la circunferencia de 

radio unidad y centro O. El límite de la relación 

J &s 

cuando los dos puntos P' y P" tienden a confundirse 

con P es un número finito que mide la curvatura en 

cuestión 


La exactitud de esta afirmación se reconoce si con 
centro en O describimos una circunferencia de radio, R, 
elegido de modo que la porción, W, limitada en ella 
por p ' y p" tenga una longitud igual a Ss, hipótesis siem- 
pre realizable cuando P' y P” están suficientemente pró- 
ximos entre sí. Una relación bien conocida de la Geome- 
tría elemental nos dice que 


(para todo futuro decrecimiento de os). Además, pode- 
mos agregar que a la circunferencia de radio R se la 
podrá siempre hacer coincidir con el elemento de lí- 
nea os y p\ p” con las normales en P', P". Se dice en- 
tonces que es osculatriz a la línea en P, y a R se le de- 
nomina radio de curvatura en dicho punto. 

Cuando se trata de una superficie no es tan sencillo 
encontrar una expresión que traduzca la idea intuitiva 



§5 = os' = R3a 


de modo que 


a* i 

— = — = const 
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de curvatura. Lo que a primera vista parece más lógico 
es referirnos a la curvatura de las líneas, considerando 
las que pueden dibujarse en la superficie y que pasan 




por P. En particular las intersecciones de aquélla con el 
haz de planos que pasan por la normal en P, los cuales 
se designan, por esta razón, secciones normales de la 
superficie. Las curvaturas de estas secciones se hallan 

comprendidas entre un máximo k t = , y un mínimo 
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k 2 = o-, que corresponden a planos perpendiculares 
k 2 

entre sí, cuyas curvaturas, radios y secciones se adjeti- 
van principales, porque mediante ellas se puede repre- 
sentar la de cualquier otra sección por la fórmula 

k — k x eos 2 <p + sen 2 <?> 

donde <p es el ángulo del plano de esta última con la sec- 
ción principal de curvatura máxima. Además se recono- 
ce sin dificultad que el promedio de las curvaturas de 
las secciones normales es 

u &l k 2 

Rm- 2 i 

magnitud que puede aparecer con ciertos títulos para 
caracterizar a la curvatura de la superficie en el pun- 
to P. 

Razonemos de otro modo. Así como en la línea toma- 
mos un segmento infinitesimal que contiene el punto P, 
acotemos ahora un elemento de área, SS, de la superfi- 
cie alrededor de P. A las normales en los extremos <5s 
corresponderán aquí las rectas que tienen dicha po- 
sición respecto a la superficie para los diferentes pun- 
tos del contorno, y al arco la interceptado por p' y p" 
en la circunferencia de radio unidad y centro O, el 
casquete esférico lo de radio unidad limitado por el 
cono de generatrices p t p 2 ••• que parten de un punto ar- 
bitrario O y son paralelas a las normales en el contor- 
no de lo. La analogía podemos seguirla hasta definir la 
curvatura de la superficie por 

la 

K = h'm. -jg-, 
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cuando tiende a cero. Gauss ha llamado a K curva- 
tura total , y ha establecido con las k u k 2 la relación 


a la cual podernos llegar fácilmente si admitimos que el 
elemento de área oS es el rectángulo cuyos lados son 
dos segmentos de secciones principales. Entonces 


Lo mismo la curvatura media que la total ofrecen 
ciertos inconvenientes para adoptarlas como expresión 
de la noción intuitiva de curvatura en las superficies. 
Comencemos haciendo notar que si nos atenemos a ella 
sólo existe una superficie cuya curvatura sea nula: el 
plano, para cuyos puntos todas las k son iguales a cero. 
Pero lo mismo km que K pueden anularse sin que se cum- 
pla esta condición. En cuanto a la primera, basta obser- 
var que k { y k 2 son de signos contrarios siempre que 
los centros de curvatura respectivos se hallen a ambos 
lados de la superficie, y cuando esto ocurre es cierta- 
mente posible que k m se anule, sin que les pase otro 
tanto a las k x y k 2 . Respecto de K, basta que cualquiera 
de éstas sea cero, circunstancia que se da siempre que 
la superficie en cuestión sea desarrollable en un plano: 
tal es el caso de un cono o un cilindro. Por esto Caso- 


K = k ± k 2 


8S = X o$ 2 


y en la esfera 


da = X 


de modo que 
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k 2 a 2 

reti ha propuesto la nueva expresión — * — ~ ~ para 

medirla curvatura superficial. 

Sin embargo, desde el punto de vista que aquí nos in- 
teresa, a saber, aquella curvatura que el homoiáe pue- 
de conocer sólo por medidas sobre la superficie, la cur- 
vatura de Gauss llena 
las condiciones necesa- 
rias. En efecto: cuando 
se dice que una superfi- 
cie es desarrollable, 
quiere afirmarse que una 
figura dibujada sobre 
ella puede aplicarse en 
un plano sin alterar nin- 
guna de sus dimensio- 
nes. Así, las relaciones 
métricas que entre sus 
elementos existan serán 
idénticas que para el pla- 
no, y, por tanto, obede- 
cerán a la Geometría de 
Euclides. El homoide no 
aprecia diferencias que 
le permitan distinguir 
una de estas superficies 
de las otras, realizando medidas sobre figuras traza- 
das en ellas; la condición K = 0 que a todas corres- 
ponde tiene, pues, un sentido físico bien definido. Otro 
tanto puede decirse de cualquier grupo de superficies 
que respondan al mismo valor de K 0, o sea de 
superficies mutuamente adaptables: los homoides 
que las habiten serán incapaces de distinguir entre 
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ellas utilizando las relaciones métricas de sus figuras. 

En cambio, no existe confusión posible cuando la cur- 
vatura de Gauss tiene valores diferentes; la Geometría 
de Euclides es aplicable sólo cuando K = 0. Cuando 
K > 0 (fig. 31), de modo que k t y k 2 son de igual signo, 
la superficie es del tipo de un elipsoide, o más sencilla- 
mente de una esfera, de mo- 
do que la suma de los ángu- 
los de un triángulo es ma- 
yor que y la relación de la 
circunferencia al diámetro 
menor que esta constante: 
tal sería el caso de un mun- 
do superficial en que existie- 
se una masa puntual que 
crea un campo gravitatorio. 

Si, por el contrario, k x y k 2 
tienen signos opuestos (fi- 
gura 32), K > 0 y la geome- 
tría es tal que aquella suma 
de ángulos es menor que ic, 
y la indicada relación de 
longitudes de la circunferen- 
cia y su diámetro mayor que 
ella. Recordaré que este es 
precisamente el caso del disco en rotación de que se 
habla en el § 55. 

2. Se puede derivar directamente del postulado de 
las paralelas de Euclides una propiedad que permitirá 
al homoide distinguir si la superficie que habita es o no 
plana: satisface o no a los teoremas de la geometría 
euclídea. Definida la recta como la mínima distancia en- 
tre dos puntos, equivale a asignar dicho nombre a la 
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geodésica que les une, sin preocuparnos de la forma 
que a la misma pueda asignar un ser capaz de percibir 
lo que queda fuera de la superficie que nos ocupa. Así, 
la generalización inmediata del paralelismo para dos 
segmentos infinitesimales en una superficie cualquiera 



se obtendrá afirmando que cumplen con dicha condición 
aquellos que formen ángulos iguales con la geodésica 
que une los lugares en que se encuentran. En el plano 
la geodésica es la recta propiamente dicha, y se cae en 
el postulado clásico. 

Una vez definido el paralelismo, podemos hablar del 
transporte de un segmento paralelamente a sí mismo, 
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sea cual fuere el recorrido que un punto determinado 
de aquél (su origen, por ejemplo) haya de efectuar: que- 
remos decir que dos posiciones del segmento, P y P+dP, 
infinitamente próximas forman ángulos iguales con 
la geodésica que une dichos puntos. Esto conduce 
a que si un mismo segmento se transporta de P a P', lu- 
gares a distancia finita, siguiendo caminos diferentes, 
sus posiciones en P' no se superponen, sino que forman 
entre sí ángulos dependientes de ambos recorridos. 

También podemos decir que describiendo un ciclo que 
parta y termine en P, las posiciones inicial y final del 
segmento forman un ángulo que depende del recorrido. 

Veremos que únicamente para el plano los ángulos a 
que me he referido son nulos. 

Comencemos considerando el caso de una superficie 
esférica, y en ella un triángunlo ABC (fig. 33) forma- 
do por arcos de círculo máximo (geodésicas de la esfe- 
ra). Supongamos que el segmento L! (= ds) situado eu 
A forma el ángulo cp x con AB y se le traslada paralela- 
mente asimismo hasta B, donde ocupa la posición L 2 . 

El ángulo que aquí forma con BC es notoriamente 

<f2 = fl + * ~ P, 

conservando el cual le trasladaremos hasta que en C 
ocupa la posición L 3 . En dicho punto formará con CA 
el ángulo 

<?3 = ?2 + ^ — Y> 

y al volver a A después de un transporte paralelo no 
coincidirá con L tf sino que ocupa la posición L' inclina- 
do respecto de AB el ángulo j 

?'i = ?3 + w a = <?i + 71 — (* + P + Y)* 
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En definitiva, L! y forman el ángulo 

$cp=a + p + Y — 're, 


que en virtud de ¡as propiedades de los triángulos esfé 
ricos puede también escribirse en su forma 


donde S representa el área del triángulo, y R el radio 
de la esfera. 

Si en vez del triángulo esférico dibujamos en la misma 
superficie una curva cerrada cualquiera, cada uno de sus 
elementos se puede confundir con una geodésica que lla- 
maremos tangente a la curva, pues corresponde exacta- 
mente con el caso de las tangentes ordinarias para las 
curvas planas. Entonces, trazando desde un punto inte- 
rior arcos de circulo máximo que terminen en puntos de 
la curva en cuestión, habremos descompuesto el área en- 
vuelta por ella en triángulos esféricos. Por otra parte, 
transportar paralelamente asimismo el segmento L a lo 
largo de toda la curva, equivale a hacer el mismo trans- 
porte sucesivamente sobre aquellos triángulos, siempre 
en el mismo sentido, pues cada uno de los arcos agre- 
gados se recorrerá dos veces en sentidos opuestos. En- 
tonces el ángulo final se obtendrá por suma de los par- 
ciales, con lo cual llegaremos a la misma expresión an- 
terior, aunque siendo S el área que encierra la nueva 
curva. 

Cuando en vez de una superficie esférica considera- 
mos cualquiera otra, la curvatura será en general va- 
riable con el punto a que nos refiramos. 

Además, en general tampoco se verificará que los dos 
radios de curvatura principales sean iguales, como pasa 
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en la esfera: salvo puntos excepcionales, K = k x k 2 • 
Pero también aquí el ángulo formado por las posiciones 
inicial y final de L, cuando el contorno recorrido en- 
vuelve un elemento de superficie ds , se expresa me- 
diante 


Para un área finita hemos de realizar la descomposición 
en elementos infinitamente pequeños y 


3. Pasemos ahora a la variedad de cuatro dimensio- 
nes qucf constituye nuestro Universo. Tampoco ahora 
puede afirmarse a prior i que realizada la misma opera- 
ción con L coinciden las posiciones extremas. En gene- 
ral formarán ángulo entre sí; pero este ángulo no basta 
para caracterizar el Universo, puesto que existe inde- 
terminación en cuanto a la variedad de dos dimensiones 
en que dicho ángulo se encuentra. Pero en el punto P, 
envuelto por el indicado contorno, podemos elegir como 
ejes de referencia cuatro diámetros conjugados (§ 50) 
de las indicatrices correspondientes a su entorno infini- 
tamente pequeño, los cuales se prolongarán más allá, 
según líneas geodésicas. Cada dos de éstas definen una 
superficie (variedad de dos dimensiones) que pasa por 
P, y a la cual es perfectamente aplicable cuanto he di- 
cho anteriormente. Por consiguiente, podemos definir 
de este modo su curvatura K »>\ y su valor total sería, por 
definición, 


$<? = K ds. 


% 


S ?== =fKds. 


K = 2>>- 
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En vez de los ángulos de las posiciones inicial y final 
de L, fijemos la atención en los cambios que experi- 
mentan los componentes de L por efecto del corrimien- 
to paralelo. Por métodos de cálculo que rebasan los lí- 
mites de este libro, se obtiene 

«-* (i) 


donde dsv representa el área limitada por dzi, dzj y 
Bj^- es un símbolo de las complicadas funciones 


B*. =2( r * r * — r“ r s ) + — r £ — — r 6 . 

k%J a ? V k J a * ki a J dx k J ÓX . ki 


Todos los signos 2 se refieren a los términos que pue- 
den obtenerse dando a las letras que figuran debajo de 
cada uno los valores 1, 2, 3, 4. 

Es evidente la complejidad de las expresiones prece- 
dentes. Cada una de las contiene aparentemente 10 
términos; pero ha de tenerse presente que un incluye 
12sumandos. Además, existen 20 de estas funciones total- 
mente distintas, que se denominan componentes del ten- 
sor de Riemann-Christoffel. En cuanto a las ecuaciones 
que dan &L fc, el signo 2 corresponde a 6 sumandos, 

que a su vez contienen 4 en virtud del signo 2: en total 

e 

24 términos en las B \ { j. Felizmente, no existe en ningún 
momento necesidad de ejecutar los cálculos a que ven- 
go refiriéndome. 

Si el Universo fuese euclidiano, es notorio que los 
IL k son todos nulos, para lo cual, atendidas las (1), es 
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necesario y suficiente que se cumplan las 20 condi- 
ciones 


Naturalmente, esto quiere decir que entre el ten- 
sor de Riemann-Christoffel y la curvatura K, que tam- 
bién es nula para este caso, existe una relación estre- 
cha, pero no identidad, puesto que K es un invariante. 

Dicha relación se establece del modo siguiente: par- 
tiendo del tensor de Riemann Christoffel se pueden for- 
mar las 10 funciones 


que coinciden con las (58, 2) del texto, las cuales se anu- 
larán si se cumplen las condiciones (2); pero pueden 
conservarse nulas aunque no lo sean todas las Bj^/- Este 
es el caso que puede darse fuera de la materia en un 
campo gravitatorio. 

El nuevo tensor de componentes Gij engendra un in- 
variante según la ecuación 


donde las gtó han sido ya definidas en el § 50. Este in- 
variante está ligado a K por la relación numérica sen- 
cilla 


Por eso se ha llamado a Q invariante de curvatura, y al 
tensor de las Gij tensor de curvatura . 

Es interesante llamar la atención sobre el hecho de 
que la anuladón de K no supone que el Universo sea 



G = 2>G *. 


G = — 2K 
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plano, sino que para ello es menester el cumplimiento de 
las (2). En efecto: ya dije que las G ij pueden ser todas 
nulas sin que lo sea el tensor de Riemann-Christoffel, y 
dicho se está que en estas condiciones G = 0. Agrega- 
ré que aun esta anulación puede ocurrir sin que el ten- 
sor de curvatura se anule. En definitiva: Universo pla- 
no y Universo de curvatura K nula no son términos 
equivalentes, circunstancia que Eddington expresa di- 
ciendo que aquellos para los cuales Bj^q^O, pero 
G ij = G = K = 0, tienen una curvatura de primer 
grado; los que satisfacen a las relaciones =? - 0, 

Gíj =x= 0 y G = K=0 poseen curvatura de segundo gra- 
do, y aquellos para los cuales todas estas magnitudes 
son diferentes de cero, totalmente curvos. 


FIN 
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